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НА БАЗЕ МОДИФИЦИРОВАННОЙ СХЕМЫ ГОДУНОВА
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Разработанная ранее численная методика решения трехмерных задач динамическо-
го взаимодействия деформируемых тел и сред в эйлеровых переменных на базе схемы
Годунова повышенной точности применяется для решения задач ударного взаимодей-
ствия упругопластических тел. Повышение точности схемы достигается за счет из-
менения шага предиктор. Применяется трехмерное и зависящее от времени решение
упругой задачи распада разрыва, обеспечивающее второй порядок аппроксимации по
времени и пространству в области гладких решений. Монотонность в области раз-
рывных решений обеспечивается переходом на шаг предиктор схемы первого поряд-
ка аппроксимации. Используется многосеточный подход с тремя видами расчетных
сеток для каждого тела с явным лагранжевым выделением подвижных свободных и
контактных поверхностей. Приводятся результаты решения тестовых и прикладных
трехмерных задач с большими перемещениями и деформациями, демонстрирующие
возможности численного метода. Рассмотрены процессы удара, внедрения и проби-
вания деформируемыми ударниками однослойных и двухслойных упругопластических
преград. Описываются процессы рикошетирования ударников при наклонном соударе-
нии. Полученные результаты демонстрируют хорошую работоспособность численных
моделей и методик.

Ключевые слова: численное моделирование, схема Годунова, повышенная точность,
многосеточный подход, трехмерная задача, упругопластическая преграда, деформиру-
емый ударник, многослойность, удар, пробивание, рикошет.

Введение

Схема Годунова [1] и ее наиболее известные модификации [2—5] получили широкое распростра-
нение для решения нелинейных динамических задач гидро- и газовой динамики в эйлеровых пере-
менных благодаря возможности выделять и описывать разрывные решения без искусственной вяз-
кости. В настоящее время различные модификации этой схемы также применяются для решения
задач динамики деформируемого твердого тела в эйлеровых и эйлерово-лагранжевых переменных.
Основной проблемой схемы Годунова является первый порядок аппроксимации по времени и про-
странству и, как следствие, значительная схемная вязкость, приводящая к быстрому затуханию
решения. Многочисленные попытки устранить этот недостаток в газовой динамике, близкие по
смыслу к изложенным в работах [2, 4, 5], увеличивают разностный шаблон схемы и не обеспечи-
вают второго порядка аппроксимации по времени в области гладких решений в пространственном
случае, а также создают дополнительные трудности при реализации граничных условий.

В динамике деформируемого твердого тела при моделировании волновых процессов влияние схем-
ной вязкости еще более существенно, и во многих задачах необходимо использовать варианты схемы
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с порядком аппроксимации не менее второго по времени и пространству. В настоящее время для де-
формируемых тел существует большое количество модификаций схемы Годунова повышенной точ-
ности, в частности в работах [6—19]. В указанных работах модификации основаны на различных
вариантах гиперупругих моделей динамики твердого тела. Эти модели, включающие уравнение со-
хранения энергии, являются гиперболическими, инвариантными относительно вращений твердого
тела, термодинамически совместимыми и могут быть записаны в виде системы дифференциаль-
ных уравнений первого порядка в форме законов сохранения. Полученные модификации являются
трудоемкими, больше представляют академический интерес и поэтому получили ограниченное рас-
пространение в вычислительной практике и коммерческих пакетах.

Для гипоупругих моделей решение проблемы повышения точности численных моделей было пред-
ставлено В. Н. Кукуджановым [20] и далее развито им для различных моделей нелинейного пове-
дения материала [21]. Показано, что для гипоупругих моделей сред, в том числе описывающих
необратимые деформации, и для схем типа предиктор—корректор с расщеплением по физическим
процессам для достижения второго порядка аппроксимации по времени и пространству упругопла-
стических уравнений достаточно на этапе предиктор получить со вторым порядком аппроксимации
решение линеаризованных уравнений в упругом приближении. Учет нелинейного поведения мате-
риала производится на этапе корректор. При этом сохраняется второй порядок аппроксимации по
времени и пространству системы уравнений в целом.

В работах [22,23] М. Х. Абузяровым и Х. Аисо была предложена модификация двумерной схемы
Годунова для деформируемых тел, имеющая второй порядок аппроксимации по времени и простран-
ству на гладких решениях и монотонная на разрывах. В этом случае используется точное решение
задачи распада разрыва в упругой постановке для линеаризованных уравнений теории пластиче-
ского течения в соответствии с подходом [20] на компактном шаблоне. Эта модификация решила
проблему повышенной схемной вязкости на гладких решениях и проблему реализации граничных
условий. Повышение точности достигается за счет сближения областей влияния дифференциаль-
ной и разностной задач распада разрыва, монотонность решений в области разрывов обеспечивается
переходом на предиктор схемы первого порядка аппроксимации. На контактных границах также
используется точное решение задачи распада разрыва. В работах [24,25] эта модификация обобщена
на трехмерный случай и решены задачи ударно-волнового нагружения упругопластических тел.

Моделирование трехмерных динамических процессов взаимодействия твердых тел в эйлеровых
переменных требует адекватного описания сложных процессов на подвижных контактных грани-
цах. Поэтому желательно выделять и сопровождать подвижные границы в процессе расчетов. В
настоящее время существуют два подхода для описания пространственного движения свободных
и контактных границ в эйлеровых переменных — SIM (Sharp Interface Method) и DIM (Diffusive
Interface Method). SIM-подход [26—30] включает в себя точное выделение и отслеживание движе-
ния поверхности границ. Лучший вариант — это совпадение расчетной сетки с границами тела, что
не всегда возможно при больших перемещениях и деформациях и практически возможно только в
одномерном и двумерном случаях. Варианты, связанные с использованием различных алгоритмов
отслеживания местоположения контактной поверхности внутри подвижных или неподвижных се-
ток, часто с использованием техники подсеточного разбиения для повышения точности в наиболее
интересующих частях расчетной области (AMR — Adaptive Mesh Refinment), также сложны и успеш-
но применяются только для решения двумерных задач. В трехмерном случае этот подход вызывает
значительные трудности, связанные с отслеживанием и восстановлением самих поверхностей тел,
динамическим нелагранжевым перестроением сеток и реализацией краевых условий.

Миллер и Колелла [28] предложили SIM-подход для трехмерного случая с использованием объ-
емных долей и решения задачи распада разрыва для восстановления и перемещения контактной
границы внутри ячеек со смесью различных веществ. Подход консервативен и включает AMR, но
ввиду сложности не получил дальнейшего развития, несмотря на то, что по сути указал путь реше-
ния проблемы. В работе [29] Бартон и др. также предложили вариант SIM для трехмерного случая.
Авторы решают задачу распада разрыва внутри ячеек со смесью, интерполируя и экстраполируя
параметры из окружающих ячеек без смеси для постановки и решения задачи распада разрыва.
Затем это решение используют для перемещения границы внутри ячеек со смесью и вычисления
потоков в окружающие ячейки, "обрезая" их в соответствии с объемными долями в ячейках со
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смесью. Ряд процедур имеет итерационный характер. Метод не нашел дальнейшего развития и
применения также ввиду сложности. Показательна в этом плане работа Бартона [31], его переход
от SIM-подхода в двумерном случае [15, 16, 26] к DIM-подходу в трехмерном [31, 32]. Он приходит
к выводу о практической неприменимости SIM для трехмерных задач.

DIM-подход [33—45], применяемый на эйлеровых сетках, не предполагает точного выделения кон-
тактной поверхности и допускает использование ячеек, содержащих смеси веществ. При этом под-
ходе приходится конструировать искусственное нефизичное уравнение состояния для смеси. Соот-
ветственно необходимо строить решение для задачи распада разрыва для схемы типа Годунова или
специальные алгоритмы для определения потоковых величин и контактных параметров для других
схем. В наиболее сложных вариантах [32, 36, 37, 41] в ячейке предполагается многокомпонентная
смесь с динамическим равновесием с возможным скольжением компонентов смеси внутри ячейки —
многоскоростной континуум. Поверхность контакта в этом подходе явно не определяется. Этот
подход удобен для решения трехмерных задач, но он имеет значительную численную вязкость и не
обладает необходимой точностью при описании сложных контактных явлений, таких как трение,
отрывы и т. д. Ю. В. Янилкин и др. [42, 43] развивают аналогичные подходы, позволяющие решать
ряд сложных задач динамического взаимодействия элементов конструкций со средами в трехмерной
постановке.

Трудности, связанные с выделением и отслеживанием контактных поверхностей и описанием
сложных уравнений состояния разнородных материалов, в значительной степени преодолены в мно-
госеточном подходе, предложенном в работах [24, 25]. В этом подходе, который подробно изложен
в [25], для каждого тела используются три типа расчетных сеток. Подход не требует сложных трех-
мерных сеточных генераторов, достаточно задания поверхностей тел STL-файлами, что значительно
ускоряет процесс подготовки данных для расчета. Ниже приводятся результаты применения мето-
дики [25] для численного решения трехмерных задач ударного взаимодействия упругопластических
тел.

Основные уравнения и методика численного решения

Для моделирования используются уравнения гипоупругой динамики сплошных сред в виде [25]
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Здесь p — давление; ρ — плотность; u, v, w — компоненты скорости по осям OX, OY , OZ; e — полная
механическая энергия единицы объема сплошной среды, e = ρ(ε+0,5(u2 +v2 +w2)); ε — внутренняя
энергия единицы массы; Sxx, Syy, Szz, Sxy, Sxz, Syz — компоненты девиатора тензора истинных
напряжений Эйлера; µ — модуль сдвига. Первые пять уравнений системы (1) представляют собой
законы сохранения массы, импульса и энергии. Следующие шесть уравнений — физические соотно-
шения упругости и пластичности с учетом поворота тензора напряжений в эйлеровых координатах
(производная Яумана), записанные в дифференциальной форме.

Система (1) замыкается уравнением состояния (УРСом) в форме

ε = ε(p, ρ). (2)

К системе (1), (2) добавляются начальные и краевые условия. В случае отсутствия сдвиговых
напряжений система (1) переходит в уравнения Эйлера для движения сжимаемого газа [1]. Для опи-
сания процессов в плотных сжимаемых средах применяется баротропная зависимость вида p = p(ρ),
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позволяющая избежать интегрирования уравнения сохранения энергии. Для деформируемых тел
с плотностью ρ0 это будет зависимость идеального упругопластического тела p = KεV , где K —
модуль объемного сжатия, εV = 1 − ρ0/ρ — объемная деформация. Критерием перехода из упру-
гого напряженно-деформированного состояния в пластическое является условие текучести Мизеса:
J2 = 1/2SijSij ≥ 1/3σ2

т, где J2 — второй инвариант девиатора тензора напряжений Sij , σт — пре-
дел текучести. В соответствии с [20] в этом случае происходит коррекция компонент девиатора
напряжений умножением на λ = σт/

√
3J2.

Интегральная форма системы (1), на базе которой строится разностная схема, имеет вид∫∫∫
©
ω

udxdydz + fdydzdt+ gdxdzdt+ hdxdydt =

∫∫∫∫
Ω

kdxdydzdt, (3)

где Ω — любой замкнутый объем, поверхность ω которого — гомеоморфная сфера в четырехмерном
пространстве (x, y, z, t). На границах контакта тел ставится условие непроникания с возможным
кулоновским трением.

Решение уравнений (1)—(3) выполняется методом Годунова повышенной точности [22, 25] для
упругопластических течений, модифицированного для решения задач динамики сжимаемых сред
с необратимыми сдвиговыми деформациями на эйлерово-лагранжевых сетках. Данная модифика-
ция позволяет повысить порядок аппроксимации схемы до второго на гладких решениях, сохранив
монотонность на разрывных, без изменения разностного шаблона явной двухшаговой схемы, мо-
дифицировав только шаг предиктор. Для численного моделирования динамических упругопласти-
ческих уравнений со вторым порядком аппроксимации по времени и пространству для схем типа
предиктор—корректор достаточно решения упругих уравнений со вторым порядком аппроксима-
ции на этапе предиктор с использованием линеаризованных уравнений (1), (2). При этом учет
пластического поведения среды происходит на этапе корректор после интегрирования уравнений
и сводится к "посадке" девиаторов напряжений на поверхность текучести. В соответствии с этим
решение задачи распада разрыва проводится на основе упрощенной системы уравнений в упругом
приближении, получаемой из (1), если положить λ = 0.

Граничные условия на границе упругопластической среды также реализуются на этапе предик-
тор схемы Годунова, т. е. на этапе решения задачи распада разрыва. Со стороны деформируемого
тела используются инварианты, приходящие на границу, и граничные условия [25]. В случае кон-
такта с трением вместо уравнений для сдвиговых инвариантов берутся кулоновские соотношения,
связывающие нормальные и касательные соотношения напряжений. Распределения и направления
для сдвиговых компонент при этом берутся в соответствии с касательными скоростями с нижнего
временного слоя. Для повышения точности в области гладких решений на границе используется
экстраполяция инвариантов из граничной и предграничной ячеек.

В данной работе используется эйлерово-лагранжев подход [25]. Подход является многосеточным
и использует три типа расчетных сеток. Первый тип — лагранжевы сетки в виде STL-файлов,
задающие и сопровождающие деформируемые поверхности тел. Внутри однородных областей ис-
пользуются сетки второго типа — неподвижные регулярные с кубическими ячейками. Третий тип
сеток — вспомогательные локальные подвижные эйлерово-лагранжевы сетки, связанные с поверх-
ностями тел. Используемый многосеточный алгоритм расчета контактного взаимодействия сред и
конструкций детально приведен в работе [25].

Результаты численных расчетов

Удар пластины по полупространству (тест Уилкинса). Рассматривается задача высоко-
скоростного удара пластины о покоящееся полупространство [44]. Материал пластины и преграды —
алюминий, толщина пластины 5мм, тыльная поверхность пластины свободна. Для алюминия ис-
пользуется УРС для шаровых компонентов: p(ρ) = 72 (ρ/ρ0 − 1) + 172 (ρ/ρ0 − 1)2 + 40 (ρ/ρ0 − 1)3,
где p(ρ) — гидростатическое давление в ГПa, ρ0 = 2 700 кг/м3; модуль сдвига G = 24,8ГПа; предел
текучести σт = 0,2976ГПа. Начальное положение контактной границы xк = 0,5 см. До прихода
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возмущений с боковых границ расчетной области решение на прямой y = 0, z = 0 остается одномер-
ным.

Расчеты проводились для скоростей соударения 0,8 км/с на равномерной разностной сетке 500×
×500×500 ячеек (10 ячеек на миллиметр). Для оценки сходимости проводились расчеты на более
грубой сетке — примерно 5 ячеек на миллиметр. Для схемы повышенной точности по напряжению
и плотности результаты практически совпали. Размеры более подробной сетки соответствовали
разностной сетке из работы [44], где приводится решение задачи в лагранжевых переменных. По
толщине пластины принималось 50 ячеек.

На рис. 1 показаны распределения нормальных напряжений вдоль оси OX в полупространстве на
момент времени 5мкс, полученные по схемам Годунова второго и первого порядка аппроксимации
по времени и пространству, а также по схеме Уилкинса, имеющей второй порядок аппроксимации по
времени и пространству [44]. Наблюдается хорошее совпадение решения по схеме Годунова второго
порядка аппроксимации с решением Уилкинса. Решение по схеме первого порядка недостаточно
точно описывает амплитуды волновых фронтов и контактных разрывов.

Рис. 1. Напряжение в алюминиевой преграде, t = 5мкс: — схема Годунова второго порядка аппрокси-
мации; — схема Годунова первого порядка аппроксимации; · — схема Уилкинса

Моделирование проникания медного ударника в алюминиевую преграду. Ударник —
медный цилиндр высотой H1 = 2 см, радиусом R1 = 0,4 см; начальная вертикальная скорость
870м/c; преграда — алюминиевый цилиндр высотой H2 = 6 см, радиусом R2 = 3 см на жестком
основании (рис. 2). Свойства материалов: отожженная медь — ρ = 8,9 г/см3, K = 178ГПа, G =
= 48,7ГПа, σт = 75МПа; отожженный алюминий — ρ = 2,7 г/см3, K = 63,9ГПа, G = 27ГПа,
σs = 0,08ГПа. Предполагается идеальная пластичность обоих материалов.

Размер ячейки по меди — 0,011 см, по алюминию — 0,025 см. Выбор указанных размеров ячеек
проводился после исследований сходимости численного решения путем сравнения с решением на бо-
лее грубой сетке с размерами ячеек в два раза больше. По размерам каверны и глубине проникания
наблюдалось совпадение результатов, но для описания растекания ударника по стенкам каверны
потребовалась более подробная сетка.

На рис. 2 показаны контуры ударника и преграды в осевом сечении на разные моменты времени.
Момент остановки ударника tk = 100мкс и конечная глубина проникания ударника hk = 3,6 см
близки к экспериментальным значениям, полученным Н. А. Златиным [45]. Наблюдаются большие
изменения формы как ударника, так и преграды.

На рис. 3 в безразмерных координатах показаны результаты расчета в трехмерной постановке,
расчета по лагранжево-эйлеровой методике на подвижных криволинейных сетках, связанных с гра-
ницами тел, в двумерном комплексе UPSGOD [46], а также экспериментальные результаты [45].
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Рис. 2. Контуры ударника и преграды в осевом сечении в различные моменты времени: а — t = 0; б —
t = 9мкс; в — t = 21мкс; г — t = 100мкс

Рис. 3. Глубина проникания ударника от времени: — расчет в трехмерной постановке; � — расчет
по двумерному комплексу UPSGOD; N — эксперимент

Пробивание алюминиевой плиты стальным стержнем с оживальной головной частью
при наклонном ударе. На рис. 4 приведена постановка задачи моделирования экспериментов по
пробиванию стальным ударником с начальной скоростью 400м/c алюминиевой плиты под углом 30о

[47]. На рис. 5 показаны подробные фрагменты сеток поверхностей ударника и плиты, заданных в
виде STL-файлов. Сталь имеет следующие параметры: ρ = 7,85 г/см3, K = 175ГПа, G = 80,77ГПа,
σт = 3,4ГПа, модуль упрочнения 2,4 ГПа; алюминий — ρ = 2,71 г/см3, K = 67,64ГПа, G = 26ГПа,
σт = 0,262ГПа, идеальная пластичность. В эксперименте [47] плита имела размеры 55×55×2,63 см;
с целью сокращения времени расчетов использовалась плита меньших размеров 10×10×2,63 см со
свободными границами, опирающаяся по периметру на жесткую квадратную раму шириной 1 см
(рис. 6).

Размеры ячеек основной сетки в обоих телах 0,01 см. На рис. 7, а, б показаны сетки на моменты
времени t = 200 и 540мкс соответственно.

На рис. 8 показана пробитая плита в направленни начального вектора скорости ударника на
момент t = 540мкс. На рис. 9 приведены формы ударника: на момент t = 40мкс с прогибом с
тенденцией на рикошет и на момент вылета t = 540мкс с противоположным прогибом, что было
отмечено в экспериментах [47]. Численные значения запреградной скорости ударника изменяются в
диапазоне от 195 до 205м/c из-за упругих колебаний, что близко к экспериментально полученному
среднему значению 200м/c [47].
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Рис. 4. Постановка задачи (STL-поверхности тел при
t = 0) о пробивании алюминиевой плиты стальным
стержнем

Рис. 5. Подробный фрагмент сетки в окрестности
контакта

Рис. 6. Жесткая опора

Рис. 7. Пробивание алюминиевой плиты стальным стержнем: а — t =

= 200мкс; б — t = 540мкс

Рис. 8. Пробитая алюминиевая плита, t = 540мкс

Рис. 9. Стальной стержень, t = 40; 540мкс (STL-
поверхности)
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Нормальный и наклонный удары по двухслойной преграде. Для тестирования алгорит-
мов были проведены расчеты по взаимодействию ударника с двухслойной преградой. В этом случае
алюминиевая плита из предыдущего теста разделена на два слоя в соотношении верхнего к ниж-
нему 2 : 1. По плите осуществлялся нормальный удар тем же стальным ударником с начальной
скоростью 400 м/с. На рис. 10 показаны STL-сетки ударника и двухслойной плиты на два момента
времени для нормального удара. Подобные расчеты были проведены и для наклонного соударения
с двухслойной плитой (см. рис. 4—9).

Сравнение численных результатов пробивания двухслойной плиты и такой же плиты в однослой-
ной постановке [47] дало практически совпадающие результаты, что свидетельствует об адекватном
выполнении контактных алгоритмов.

Рис. 10. Пробивание двухслойной алюминиевой плиты стальным ударником, 400м/с: а — t = 100мкс; б —
t = 250мкс

Нормальный и наклонный удар по усиленной двухслойной преграде. При замене ниж-
него слоя плиты на стальной с теми же параметрами стали, что и материал ударника, пробивания
не происходит. На рис. 11 показаны распределение вертикальной скорости практически остановив-
шегося ударника и основная сетка в плоскости симметрии задачи на момент времени t = 180мкс при
нормальном ударе; здесь изображены только ячейки внутри STL-поверхностей объектов. На рис. 12
на момент t = 194мкс показано распределение вертикальной скорости в ударнике и двухслойной
плите в плоскости симметрии при наклонном ударе под углом 30 о; на рис. 13 для этой же задачи
изображены STL-поверхность ударника и распределение вертикальной скорости. К этому времени
ударник также практически останавливается, совершая упругие колебания. Форма головной части
ударника претерпевает значительные изменения. На рис. 14 приведены основные сетки и распреде-
ление вертикальной скорости для удара под углом 60 о; в этом случае происходит рикошет ударника
со значительными изменениями его формы и деформациями.

Заключение

Применение многосеточной численной методики решения трехмерных задач взаимодействия де-
формируемых тел и сред в эйлеровых переменных на базе схемы Годунова повышенной точности
для моделирования ударного взаимодействия упругопластических тел показало ее высокую точ-
ность, адекватность и эффективность. Методика позволяет моделировать в трехмерной постановке
процессы глубокого проникания деформируемых тел в упругопластические преграды, перфорации
многослойных преград, рикошетирования деформируемых ударников при различных углах соуда-
рения. В отличие от известных методик, применяемых для решения данного класса задач, исполь-
зуемый подход позволяет достаточно точно выделять контактные поверхности взаимодействующих
тел на неподвижных сетках при больших перемещениях и деформациях с определением параметров
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Рис. 11. Распределение вертикальной скорости и ос-
новная сетка при нормальном ударе со скоростью
400м/c по усиленной двухслойной преграде, t =

= 180мкс

Рис. 12. Распределение вертикальной скорости в
ударнике и двухслойной плите при ударе под углом
30 о со скоростью 400м/с, t = 194мкс

Рис. 13. Поверхность ударника и распределение вер-
тикальной скорости при ударе под углом 30 о

Рис. 14. Основные сетки и распределение вертикаль-
ной скорости при рикошете ударника (удар под углом
60 о)

контактного взаимодействия. Сравнение с экспериментами по нормальному и наклонному пробива-
нию [47] показало несколько более интенсивное торможение ударника в расчетах. Авторы объясняют
это отсутствием учета разрушения материала преграды: сильно деформированные ячейки преграды
продолжают влиять на торможение так же, как и слабо деформированные. Одним из путей разви-
тия методики является включение в ее состав моделей динамического накопления повреждений и
разрушения деформируемых тел.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект № 22-29-00672.
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