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Представлены результаты численного моде-
лирования всплытия пузырьков и твердых 
сфер диаметром 1 – 20 мм в воде. Анализ осно-
ван на численном решении полной системы 
уравнений Навье – Стокса для двухфазной 
среды в трехмерной постановке неявным спо-
собом. Межфазная граница газ – вода авто-
матически отслеживается методом выделе-
ния объемной доли. Движение твердых сфер 
моделируется с применением методики «Хи-
мера». Особое внимание уделено изучению ло-
кальных физических характеристик процесса 
движения. Сравниваются средние расчетные 
скорости всплытия с экспериментальными 
данными. Показан периодичный (зигзагооб-
разный или спиралеобразный) характер тра-
ектории движущихся пузырьков, связанный  
с изменением их формы и формированием  
за ними характерного турбулентного следа. 
Получена корреляция скорости всплытия пу-
зырьков с действующими на него силами. Для 
твердых сфер выявлена тенденция изменения 
траектории всплытия по мере возрастания 
числа Галилея. 

Введение1 

На протяжении последних десятилетий достаточно много внимания уделяется изучению 
движения пузырьков и твердых сфер в жидкости в поле силы тяжести [1 – 9]. По многим вопро-
сам, касающимся закономерности движения пузырьковых течений в целом и даже свободного 
всплытия одиночного пузырька, так и не достигнуто согласия [10]. Нелинейное взаимодействие 
таких факторов, как физические свойства жидкости и газа, заполняющего пузырек, поверхностное 
натяжение, инерция окружающей жидкости, сопротивление среды и плавучесть, а также трехмер-
ная природа всплытия осложняют детальное экспериментальное изучение и построение теорети-
ческих моделей, учитывающих все эти аспекты [10]. 

В исследованиях, касающихся всплытия/погружения твердых сфер фиксированной формы, 
картина более определенная. В данном случае, по сравнению с движением пузырьков, исключено 
влияние изменения формы сферы на динамику ее движения. Тем не менее, несмотря на упроще-
ние, среди ряда работ по этой теме имеются некоторые разногласия относительно обстоятельств  
и времени появления вибрации и существующих типов движения [3, 11, 12]. 

С развитием вычислительных методов стало возможным применять прямое численное мо-
делирование для решения задачи о всплытии одиночного пузырька или сферы. Наиболее полно 
численное исследование данного процесса возможно только на основании решения системы 
уравнений Навье – Стокса для двухфазной среды в трехмерной постановке, с использованием  
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модели поверхностного натяжения [2, 10] в случае всплытия пузырьков. Численное моделирова-
ние позволяет получить информацию о характере траекторий движения и некоторые количе-
ственные характеристики.  

В данной работе представлены результаты численных исследований динамики всплытия 
одиночного пузырька воздуха в чистой воде. Исследовался характер всплытия пузырьков разного 
диаметра (1 – 10 мм). Особое внимание уделялось изучению локальных физических характеристик 
процесса всплытия. В частности, рассмотрены характер поля скорости, образующегося вокруг 
всплывающего пузырька, траектории пузырьков, зависимость локальных характеристик этих тра-
екторий от диаметра пузырька. Сравниваются полученные в расчетах средние скорости всплытия 
пузырьков разных диаметров с экспериментальными данными. На основе проведенного анализа 
делается вывод о причинах зигзагообразного и спирального характера всплытия пузырьков.  

Предположение о связи спирального вида траектории пузырька с изменением его формы 
подтверждается численными экспериментами по моделированию всплытия одиночных твердых 
сфер. В этом случае влияние изменения формы исключено.   

В работе [3] на основании большого числа экспериментов с твердыми сферами сделана по-
пытка обобщения результатов и определены режимы движения сферических тел и тип вихревого 
следа за телом. Одним из результатов работы является карта режимов движения твердых сфер, 

составленная для большого диапазона характерных чисел Рейнольдса Re и 0m     (соотноше-
ние плотностей частица/жидкость). Из нее следует, что для твердых сфер может наблюдаться либо 
прямолинейное, либо наклонное, либо зигзагообразное движение. При этом сферы могут допол-
нительно совершать периодические или «хаотичные» мелкие вибрации, а могут всплывать без 
осцилляций. Несмотря на то, что «спиральная» траектория иногда упоминается в работах по ис-
следованию движения твердых сфер [4, 12, 13], в последних работах по этой теме [3] утверждается, 
что осцилляции, интерпретирующиеся как спиральные, малы по амплитуде и длине волны относи-
тельно тех, что происходят в одной плоскости и представляют собой зигзагообразное движение. 

В настоящей работе проанализирован характер траекторий всплытия сфер с m = 0,2 диа-
метром 5, 7, 10 и 20 мм и выявлена закономерность влияния вихревого следа за всплывающей 
сферой на траекторию движения. Подтверждена тенденция [9, 14] изменения траектории движе-
ния от прямолинейной к зигзагообразной по мере увеличения Re. На основании сравнения типов 
получаемых движений для твердой сферы и воздушного пузырька делается вывод о механизме, 
формирующем спиральную траекторию всплывающих пузырьков. 

Физико-математическая модель и численный метод 

Движение пузырька обусловлено силами плавучести, сопротивления, поверхностного натя-
жения. Одной из важных безразмерных характеристик всплытия газообразных пузырьков является 

число Рейнольдса Re
Vd




 ( – кинематическая вязкость, d – эквивалентный диаметр пузырька,  

V – скорость всплытия пузырька), характеризующее влияние течения жидкости вокруг пузырька 
на характер всплытия. Безразмерные числа, характеризующие всплытие твердых сфер, – это соот-

ношение плотностей жидкости и твердого тела 0m     и число Галилея * 3Ga 1 m gD   

0(  – плотность сферы,  – плотность жидкости,  – кинематическая вязкость, D – диаметр сферы, 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
 

 
 352

g g


 – модуль вектора ускорения свободного падения), исполняющее роль безразмерной обрат-

ной вязкости (это соотношение сил гравитации и трения).  
Очень маленькие и очень большие пузырьки должны всплывать практически прямолинейно. 

По мере того, как пузырь начинает деформироваться и принимать форму сплющенной сферы, по-
является неустойчивость, выражающаяся в зигзагообразной или спиралеобразной траектории пу-
зырька. Зигзагообразная траектория выражается в движении из стороны в сторону в вертикальной 
плоскости; ориентация плоскости может оставаться постоянной или изменяться случайным обра-
зом по мере всплытия пузырька. 

Спиралеобразная траектория пузырька предполагает движение по часовой стрелке или про-
тив в зависимости от начальных условий всплытия. Движение пузырька может быть сначала зиг-
загообразным, затем переходить в спиралеобразное, причем обратный переход отсутствует [16]. 

В данной работе для численного исследования всплытия пузырьков и сфер применяется ме-
тод прямого численного моделирования с отслеживанием границ между фазами в случае пузырь-
ков с помощью объемного метода [17, 18]. К достоинствам данного подхода относится отсутствие 
какой-либо эмпирики, однако для его применения требуется высокое сеточное разрешение  
в окрестности межфазной границы. Метод позволяет естественным образом в результате расчетов 
учесть все силы, действующие на межфазной границе. 

Метод основан на решении системы уравнений Навье – Стокса, в общем случае представ-
ленной в виде 

div( ) 0,

( )
div( ) divT ( ) ,

0.

i
S

i
i

u

u
u u p g n x x dS

t

u
t


 
               


  






   



                           (1) 

Здесь , ,u


 p, t – плотность, скорость, давление и время соответственно, T  тензор вязких напря-
жений, g


 – вектор ускорения свободного падения; i   объемная концентрация i-го вещества,  

  коэффициент поверхностного натяжения. 
Предполагается, что фазы несжимаемы. Последний член в правой части уравнения сохра-

нения импульса описывает действие сил поверхностного натяжения. Для этого применяется мо-
дель непрерывной поверхностной силы (CFS), предложенная Брекбилом и соавторами [19].  
В рамках этой модели рассматривают нормальную составляющую силы, а тангенциальной прене-
брегают. Коэффициент поверхностного натяжения вдоль поверхности раздела фаз не меняется.  
В таком приближении эффект поверхностного натяжения представлен как непрерывная объемная 

сила, действующая в переходной области  
( )

,i i
S t

n x x dS k         где  i ik      – 

кривизна поверхности раздела. 
Для описания свободного всплытия пузырька необходимо рассматривать область размерами, 

намного превосходящими размеры самого пузырька. А поскольку требуется подробное сеточное 
разрешение в окрестности пузырька, то предполагаемые расчетные сетки имеют большую раз-
мерность. Для облегчения моделирования и уменьшения вычислительных затрат сетка задается  
в некоторой небольшой окрестности пузырька и двигается согласно перемещению центра масс 
пузырька. На границах такой расчетной области задаются граничные условия, которые обеспечи-
вают свободное протекание жидкости. В соответствии с движением области, окружающей пузы-
рек, исходная система уравнений модифицируется, исходя из следующего дифференциального 
тождества: 
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( ) ( ) ( )

,
t t t t

dV dV x ndS
t t   

 
    

   
  

где   произвольная переменная (в частности ,   ,u ),i  x   скорости перемещения центра 
масс пузырька. 

В случае твердой сферы ее движение моделируется как движение твердого тела под дей-
ствием силы тяжести, силы Архимеда и других гидродинамических сил. Действие силы тяжести 
задается исходя из характеристик твердой частицы – ее плотности и объема: 

тяж 0 .F gV 
 

 

Гидродинамические силы, включающие в себя и силу Архимеда, определяются на каждом 
расчетном шаге исходя из давления, действующего на частицу со стороны жидкости, и силы 
трения: 

,pF F F 
  

   ,pF pndS 
 

   ,
u

F dS
n





 



                                       (2) 

где n


 – внешняя нормаль к грани,  – коэффициент динамической вязкости жидкости, u  – тан-
генциальная компонента скорости, V – объем ячейки интегрирования, S – площадь грани. 

Дискретизация системы уравнений (1) осуществляется методом конечных объемов на про-
извольной неструктурированной сетке, а для ее численного решения используется полностью  
неявный метод [20], основанный на известном алгоритме SIMPLE [21].  

Для моделирования движения сферы используется подход, основанный на применении 
многообластных сеток с перекрытиями (сетки «Химера») [22]. В этом случае основная расчетная 
область представляет собой «базовую» сетку, по которой движется отдельная расчетная сетка, 
окружающая твердое тело. Полученные геометрические модели объединяются в одну сетку, 
представляющую исходную задачу. 

Взаимодействие «базовой» и дополнительной сеток осуществляется с использованием ин-
терполяционного шаблона, предназначенного для корректного взаимодействия топологически 
несвязанных регионов. Одним из достоинств данного подхода является возможность использова-
ния достаточно больших расчетных областей. Сеточное разрешение может быть грубым в обла-
стях, расположенных вдалеке от твердого тела, тогда как в его окрестности строится расчетная 
сетка с подробным разрешением. Отслеживание границ твердого тела происходит автоматически.  
Описанная физико-математическая модель реализована в пакете программ ЛОГОС – программ-
ном продукте инженерного анализа, предназначенном для решения сопряженных трехмерных 
задач конвективного тепломассопереноса, аэродинамики и гидродинамики на параллельных 
ЭВМ [23, 24]. При вычислениях используется многосеточный метод [23], позволяющий существен-
но ускорить вычислительную процедуру и эффективно использовать сотни вычислительных ядер. 

Результаты численных расчетов 

В качестве жидкости рассматривается чистая вода со стандартными свойствами. Коэффи-
циент поверхностного натяжения для воды равен 0,0727 Н/м.  

Исследуется всплытие пузырьков диаметром 1; 2,5; 3; 5; 8 и 10 мм и твердых сфер диамет-

ром D = 5, 7, 10 и 20 мм с 0m   = 0,2. 
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Изначально вся система покоится, начальное давление на свободной поверхности задано 
равным атмосферному. Расчетная область в случае движения сфер представляет собой параллеле-
пипед размерами 20D  20D  100D, в случае всплытия пузырьков характерный размер области 
моделирования по направлениям составляет 0,03 м. В начальный момент времени сфера/пузырь 
расположены на расстоянии порядка одного диаметра от нижней стенки расчетной области.  
В случае твердой сферы на ее поверхности ставится граничное условие «непроницаемая стенка». 

Для устойчивого счета и во избежание размытия межфазной границы достаточно использо-
вать расчетный шаг, соответствующий числу Куранта 0,5.  

На рис. 1 показана эволюция поля скорости всплывающего пузырька диаметром 5 мм. Поле 
скорости изображено в виде векторного поля в плоскости разреза, сделанного вертикально и про-
ходящего через центр масс пузырька, насыщенность оттенков серого зависит от модуля каждого 
вектора скорости. 
 

 
              а                                      б                                  в                                  г                                    д 

Рис. 1. Поле скорости для пузырька диаметром d = 5 мм в различные моменты времени: а – 0,05 с, б – 0,15 с,  
в – 0,21 с, г – 0,4 с, д – 0,47 c (масштаб кадров: ширина 6 диаметров, высота 10 диаметров) 

 
Из рис. 1 видно зарождение вихрей, первоначально симметричный характер течения, затем 

асимметричный поочередный срыв вихрей и формирование вихревой дорожки в следе за пузырьком. 
Для пузырьков различного диаметра характер течения несколько отличается. На рис. 2 

представлены картины поля скорости для пузырьков диаметром 1, 3, 5 и 10 мм в разрезе по вер-
тикальной плоскости, проходящей через центр пузырька.  
 

  
а б в г 

Рис. 2. Поле скорости для пузырей различного диаметра d: а – 1 мм, б – 3 мм, в – 5 мм, г – 10 мм 
(граница пузырька показана черной линией) 
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Для пузырьков с d = 3 и 5 мм поля имеют сходную структуру. Хорошо видно срывающиеся 
поочередно вихри с разных сторон пузырька, вырождающиеся в вихревую дорожку. Всплытие 
пузырьков такого диаметра соответствует переходному промежуточному режиму течения. Такой 
характер срыва вихрей объясняет неустойчивое поведение пузырька, его периодически меняю-
щуюся траекторию и сложные колебания формы. 

Для пузырька с d = 1 мм вихри менее выражены и симметричны, в результате чего всплы-
тие происходит по прямолинейной траектории. Число Рейнольдса порядка 100 соответствует 
промежуточным значениям, находящимся между ламинарным режимом всплытия и промежуточ-
ным режимом. 

Для пузырька с d = 10 мм взаимодействие срывающихся вихрей вблизи пузырька менее вы-
ражено, поскольку вихри отстоят дальше друг от друга из-за больших размеров пузырька. По мере 
увеличения диаметра пузырька след за ним становится менее устойчивым, что приводит к дефор-
мациям поверхности. Из рис. 2 также видно, что с увеличением диаметра форма пузырька стано-
вится эллипсоидальной, при больших диаметрах пузырь деформируется уже значительно.  

Одной из основных количественных характеристик движения пузырька является значение 
скорости его всплытия. На рис. 3 представлены графики зависимости скорости всплытия пузырь-

ков V  yV V  от времени для пузырьков с характерным диаметром d = 1; 2,5; 3; 5; 8 и 10 мм. 
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Рис. 3. Временные зависимости скорости всплытия пузырьков различного диаметра d, мм:   
а – 1, б – 2,5, в – 3, г – 5, д – 8, е – 10 (см. также с. 356) 
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Рис. 3. Окончание 
 

Для пузырьков диаметром 2,5 – 10 мм после короткого переходного периода возникает ре-
жим устойчивых осцилляций. Для пузырька с d = 1 мм на всем временном интервале наблюдаются 
сильные осцилляции скорости. Это связано с численной неустойчивостью, порождаемой введени-
ем силы поверхностного натяжения, которая достаточно велика из-за большой кривизны поверх-
ности. Для пузырьков большего диаметра используемое разрешение оказывается достаточным 
для получения удовлетворительных результатов. Указанные паразитные осцилляции относительно 
средних значений наблюдаемых величин сравнительно малы (см. рис. 3). 

Осцилляции скорости всплытия свидетельствуют о нестабильном колебательном характере 
всплытия: при преобладании в некоторой фазе движения в горизонтальной или наклонной к вер-
тикали плоскости скорость всплытия уменьшается; затем, при преобладании поступательного 
движения в вертикальном направлении, скорость всплытия вновь немного увеличивается. 

На рис. 4 представлена диаграмма зависимости средней скорости всплытия воздушного пу-
зырька в воде от его диаметра, построенная по результатам множества экспериментальных и тео-
ретических данных, полученных в работах [10, 15, 25 – 27].  

На диаграмме существует область, в которой для пузырьков диаметром от 1 до 10 мм 
наблюдается тенденция к уменьшению средней скорости всплытия с ростом диаметра пузырька. 
Такая тенденция подтверждается и данными расчетов для пузырьков c диаметром от 5 до 10 мм, 
тем самым демонстрируя качественное согласие результатов. Для всех пузырьков, кроме пузырь-
ков с d = 5 и 8 мм, значения средней скорости всплытия занижены относительно данных диа-
граммы для чистой воды. Для пузырьков с диаметром d = 5 и 8 мм значения средней скорости 
всплытия 0,22 и 0,21 м/с соответственно хорошо согласуются с результатами на диаграмме. Отме-
тим, что такие значения скорости всплытия пузырьков соответствуют числам Рейнольдса от 100 
до 1100, т. е. переходному и турбулентному режиму всплытия. 
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Рис. 4. Установившаяся скорость всплытия пузырька как функция диаметра  
(черные точки – значения, полученные в данной работе; серые и белые точки – 

экспериментальные и теоретические данные [2, 10, 15, 25 – 27]) 
 

Анализ траектории всплытия. Принимая во внимание данные о характере следа за пу-
зырьком и изменении его формы, можно предположить развитие неустойчивости, вызванной эти-
ми двумя факторами. Неустойчивость обусловливает зигзагообразное движение пузырька, кото-
рое, возможно, перерождается в спиралеобразную траекторию. Это подтверждает рис. 5, на кото-
ром показаны траектории движения пузырьков разных диаметров в вертикальных плоскостях. 

Видно, что пузырек диаметром 1 мм движется прямолинейно, совершая хаотичные движе-
ния вдоль своей траектории. Все остальные пузырьки совершают периодическое движение – зиг-
загообразное или спиралеобразное. При рассмотрении траектории пузырька d = 5 мм с разных ра-
курсов видно, что всплытие вначале происходит по зигзагу, который затем превращается в спираль. 

 
 

       
 
 

 

         

а б 

Рис. 5. Траектории движения пузырьков разных диаметров в вертикальных плоскостях:  
а – (x – y); б – (z – y);  – 1 мм;  – 2,5 мм,  – 3 мм,  – 5 мм,  – 8 мм,  – 10 мм 
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Изменение зигзагообразного характера всплытия на спиралеобразный по мере увеличения 
диаметра пузырька хорошо видно из графиков поперечных компонент скорости (рис. 6). 
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в 

Рис. 6. Графики поперечных компонент скорости пузырьков разных диаметров: 
а – 3 мм, б – 5 мм, в – 10 мм;  – ;xV   – zV  

 
Наблюдается периодическое движение в обоих направлениях. Сначала колебания xV  и zV  

нестабильны, различаются между собой по периоду, имеют непостоянный фазовый сдвиг относи-
тельно друг друга. После участка нестабильности пузырьки диаметром d = 5 и 10 мм выходят на 
траекторию с устойчивым режимом всплытия с постоянным фазовым сдвигом и одинаковыми 
периодами для поперечных компонент скоростей. При этом xV  и zV  колеблются почти в противо-
фазе с небольшим фазовым сдвигом. В работах [10, 16, 17, 25, 28] отмечено, что периодическую 
траекторию представляют две моды, соответствующие горизонтальным осцилляциям скорости 
пузырька в двух перпендикулярных направлениях. Эти моды имеют одинаковую частоту и отно-
сительный фазовый сдвиг на 2  в случае спирального движения. Эти данные косвенно подтверж-
дают выход на спиралеобразный режим движения, который следует за промежутком нестабиль-
ности, представляющим переход от зигзагообразного режима к спиралеобразному. Можно сде-
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лать вывод, что для пузырьков с d  5 мм наблюдается выход на спиральный режим течения, а для 
пузырьков меньшего диаметра – переходный зигзагообразный тип всплытия. 

Количественные оценки относительно характеристик спирали/зигзага могут быть получены 
из измерений частоты и амплитуды периодического движения в разных плоскостях. В табл. 1 
представлены амплитуды колебаний пузырька по горизонтальному и вертикальному направлениям. 
Для пузырьков с d < 3 мм оценки частоты и амплитуды колебаний по проекциям траектории на 
плоскости xy и zy затруднительны, поскольку всплытие носит нестабильный характер.  
 

Таблица  1 

Амплитуды колебаний пузырьков в координатных плоскостях 

Диаметр, мм 3 5 10 

х, мм (хy) 3,5 4 3 

y, мм (хy) 45 35 30 

 
В целом полученные амплитуды колебаний близки к экспериментальным данным [14], где 

амплитуда пузырька с d = 2,5 мм составляет 4,3 мм.  
Наблюдаемый характер всплытия можно объяснить срывом несимметричных вихрей, при-

водящим к появлению боковой (поперечной) компоненты подъемной силы. Когда вихрь отрыва-
ется, пространство за телом, которое он занимал, заполняется более медленной жидкостью, ско-
рость падает, давление возрастает, следовательно, нестационарная боковая сила увеличивается. 
Это подтверждается графиками изменения поперечных компонент скорости согласно изменениям 
соответствующих компонент силы. Вихри придают значительный момент пузырьку. 

Силы, действующие на пузырек, вычислялись аналогично случаю твердой сферы по фор-
муле (2). За исключением того, что в качестве давления в данном случае использовалось 

piezo stat ref( )p p g r r  
  

 stat( p  – статическое давление).   

Из рис. 7 видно, что колебания скорости и силы происходят в противофазе. В табл. 2 приве-
дены данные о частоте срыва вихрей, вычисленные по частоте колебаний сил и данным о траек-
тории движения пузырьков. Силы изменяются с той же частотой, с какой происходит колебание 
пузырька в горизонтальной плоскости, что обусловлено колебанием поперечных компонент 
скорости. 
 

Таблица  2 

Частота колебаний сил и траектории пузырьков 

Диаметр, мм 2,5 3 5 8 10 

Частота, ед./c (графики сил) 6,2 6 5,6 4,54 4,95 

Частота, ед./c (графики траектории) 5,1 5,95 5,8 4,73 4,9 

 
В [29] приведены данные о средней частоте колебаний пузырьков порядка 5 Гц, что согла-

суется с представленными в таблице значениями. 
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Рис. 7. Графики согласованности поперечных компонент скорости с соответствующими компонентами  
силы для пузырька d = 5 мм: а –  – ;xF   – ;xV  б –  – ;zF   – zV  

 
Представленные выше результаты частично подтверждают утверждения, сделанные  

в [10, 16, 25 – 28] о том, что зигзагообразное движение связано с регулярным образованием и вы-
свобождением противоположно ориентированных вихревых структур. Однако плоскость зигзага 
неустойчива, и развивается вторая мода осцилляций, связанная с изменением формы пузырька, 
что приводит к формированию спиралеобразной траектории всплытия. Спиральный путь за пу-
зырьком состоит из двойных пар вихревых нитей по потоку, которые наматываются на спираль-
ную траекторию и присоединяются к основанию пузырька в антисимметричной позиции.  

Влияние изменения формы пузырька на возникновение спиральной траектории всплытия 
подтверждается наблюдениями за всплытием твердых сфер. В этом случае форма поверхности 
фиксирована, а наблюдаемые траектории только прямолинейные либо зигзагообразные. Это дока-
зывают как данные из работы [3], так и результаты численных расчетов.  

На рис. 8 представлены траектории движения сфер в вертикальной и горизонтальной плос-
костях. Из графиков видно, что сферы диаметром 10 и 20 мм совершают периодическое движение 
как относительно оси x, так и относительно оси z. Траектории движения сфер в горизонтальной 
плоскости определяют это периодическое движение как зигзагообразное. При этом для сферы 
диаметром 10 мм (см. рис. 8) видно, что сначала плоскость зигзага расположена вертикально под 
углом 45 к вертикальным координатным плоскостям, а затем она меняет свое положение. Сфера 
диаметром 20 мм после короткого периода установления двигается в одной вертикальной плоско-
сти по зигзагу. 

Сфера диаметром 7 мм вначале совершает малые колебания, которые затем затухают, и даль-
нейшее всплытие происходит по наклонной прямой. Данные о траектории сферы диаметром 5 мм 
(см. рис. 8) приведены до момента времени t = 1 с. Отметим, что за это время горизонтальные сме-
щения сферы составляют 0,5D. Такое движение следует рассматривать как прямолинейное. 

Зигзагообразное движение связано с регулярным образованием и высвобождением проти-
воположно ориентированных вихревых структур. На рис. 9 показаны характерные вихревые сле-
ды, полученные в описанных выше расчетах для сфер разных диаметров. Они состоят из двойных 
пар нитей вихрей, которые присоединяются к основанию сферы в антисимметричной позиции.  
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Рис. 8. Траектория движения сфер различного диаметра: а – 5 мм, б – 7 мм, в – 10 мм, 
г – 20 мм  (слева – в  вертикальных  плоскостях  (xz)  и  (yz)  (  – х;   – y));  

справа – в горизонтальной плоскости (xy)) 

0,16 

0,00 
x, м
y, м

z, м 

0,12 

0,08 

0,04 

0,1220 0,1230 0,1240 0,1250

0,1250

x, м 

y, м

0,1220 0,1230 0,1240 0,1250

0,1248

0,1246

0,1244

0,1242

0,4 

0,0 
x, м 
y, м 

z, м 

0,13 

0,6 

0,2 

0,15 0,17 

0,17

x, м 

y, м

0,15

0,13

0,11
0,130 0,150 0,170 

0,4 

0,0 
x, м
y, м

z, м 

0,235 

0,8 

0,245 0,255 0,265 x, м 

y, м

0,265

0,255

0,245

0,235
0,235 0,245 0,255 

x, м 

y, м

0,51

0,49

0,47
0,45 0,47 0,49 

0,4 

0,0 
x, м
y, м

z, м 

0,45 0,47 0,49 0,51 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
 

 
 362

Видно, что сфера диаметром 5 мм, двигаясь вертикально, оставляет симметричный след без 
смены ориентации вихрей. След за сферой диаметром 7 мм представляет собой цепочку односто-
ронне ориентированных вихревых структур, благодаря которым возникает подъемная боковая сила, 
способствующая возникновению наклонного режима всплытия. Для сфер диаметром 10 и 20 мм 
след включает в себя последовательность вихревых колец, формирующихся в течение каждого цик-
ла движения тела. При этом при переходе от одного кольца к другому ориентация вихрей меняется. 

 

 
                                                      а                     б                     в                           г 

Рис. 9. Характерные вихревые следы, оставляемые за движущейся сферой: 
а – d = 5 мм; б – d = 7 мм; в – d = 10 мм; г – d = 20 мм 

 
На рис. 10 представлены графики поперечных компонент скорости тела для сфер диамет-

ром 10 и 20 мм. 
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Рис. 10. Графики поперечных компонент скорости в зависимости от времени: а – d = 10 мм, б – d = 20 мм; 
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Из рис. 10 видно, что скорость движения в обоих поперечных направлениях колеблется  
в соответствии с отрывом вихрей от поверхности тела. Колебания происходят с одинаковой час-
тотой, более того, они совпадают по фазе. Такое совпадение характеризует именно зигзагообраз-
ное движение.  

Заключение 

Проведено численное исследование динамики свободно всплывающего пузырька с помо-
щью трехмерной методики, реализованной в пакете программ ЛОГОС. Представлена качествен-
ная картина всплытия. Даны количественные характеристики скорости всплытия пузырьков раз-
ных диаметров, частоты и амплитуды периодического движения пузырьков. В целом расчетная 
скорость всплытия немного занижена относительно экспериментальных и теоретических данных 
для чистой воды. Для пузырьков диаметром 5 и 8 мм результаты хорошо согласуются с извест-
ными экспериментальными и расчетными данными [10, 15]. Наблюдается согласие результатов 
по частоте и амплитуде осцилляций пузырька с экспериментальными данными. 

Для пузырьков диаметром от 2,5 до 10 мм численно подтверждено, что траектория пузырь-
ков неустойчива и представляет собой периодическое зигзагообразное или спиралеобразное дви-
жение. В численных экспериментах показано, что колебания траектории пузырька согласуются  
с осцилляцией сил, действующих на пузырек. Подтверждена тенденция стремления фазового 
сдвига между поперечными компонентами скорости всплытия к /2 по мере приближения траек-
тории к спиральной. 

Дополнительную информацию относительно механизма возникновения спиральной траек-
тории в случае движения пузырьков дает сравнение с возможными видами траекторий всплытия 
сфер аналогичных диаметров, полученными в данной работе и представленными в работе [3]. 

При исследовании всплытия твердых сфер разного диаметра с m = 0,2 установлено, что ха-
рактер всплытия сфер меняется с увеличением диаметра (числа Рейнольдса). Сфера диаметром 
5 мм всплывает прямолинейно, диаметром 7 мм – по наклонной прямой, а сферы диаметром  
10 и 20 мм всплывают по зигзагу. Поскольку для твердых сфер спирального движения не наблю-
дается, это дает основание полагать, что различие в поведении газовых пузырей и твердых сфер 
происходит из-за того, что пузыри способны легко деформироваться. 

Показано, что каждому из наблюдаемых типов всплытия сфер соответствует свой турбу-
лентный след. Описан основной механизм возникновения зигзагообразной траектории, определя-
емый регулярным образованием и высвобождением противоположно ориентированных вихревых 
структур, которые уносят часть присоединенной массы. 
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Study of the Features of Rising of Air Bubbles  
and Solid Spheres 

A. S. Kozelkov, N. V. Tarasova 
Results of numerical simulations of 1 to 20 mm diameter bubbles and solid spheres rising in 
water are presented. Our analysis involves three-dimensional implicit numerical calcula-
tions of the closed system of Navier-Stokes equations for a two-phase medium with automat-
ic gas/water interface tracking based on the volume fractions and the use of the Chimera 
approach for moving solid spheres. Special attention is paid to the local physical character-
istics of the motion process. The values of the calculated average rising velocity are com-
pared with experimental data. The rising path of bubbles is shown to have a periodic (zig-
zag or helical) structure associated with changes in their shape and a characteristic wake 
generated behind them. A correlation between the rising velocity and the forces acting  
on the bubbles is revealed. Solid spheres are shown to tend to change their rising path with 
increasing Galilean number.  




