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Предложена и обоснована новая широкодиа-
пазонная модель деформирования, разрушения 
и компактирования пор в свинце, учитываю-
щая силы инерции при росте пор, сдвиговую 
прочность, вязкость и поверхностное натя-
жение. Модель справедлива как для твердого, 
так и для жидкого состояния вещества. 
На основании модели разрушения проведено 
численное моделирование серии экспериментов 
по откольному разрушению свинца. Опыты 
проведены в широком диапазоне параметров 
нагружения как для твердой фазы, так и для 
жидкого состояния. 
 
 
 
 

Введение 

Откольное разрушение материалов возникает при взаимодействии встречных волн разре-
жения, вызывающих в определенных областях поле растягивающих напряжений. Растягивающие 
напряжения при достаточной интенсивности и длительности приводят к нарушению сплошности 
вещества, росту пор (поврежденности) и, в конечном итоге, разделению материала на отдельные 
фрагменты.  

Этот многостадийный процесс зависит от множества факторов: интенсивности растягива-
ющих напряжений, временной зависимости напряжений, температуры, сдвиговой прочности, фа-
зового состояния и др. [1]. Известно, что откольное разрушение возможно и в жидких средах.  
В этом случае рост пор контролируется соотношением интенсивности напряжений, инерции роста 
пор, поверхностного натяжения и вязкости жидкости [2]. 

Для описания развития поврежденности или отколов в широком диапазоне параметров 
нагружения используются феноменологические модели или методы молекулярного моделирова-
ния [3, 4]. 

В работе [5] предложена и обоснована новая широкодиапазонная модель разрушения (ДРК-L), 
учитывающая силы инерции при росте пор, сдвиговую прочность, вязкость и поверхностное 
натяжение. Поэтому модель справедлива как для твердого, так и для жидкого состояния вещества. 

В данной статье на основании модели ДРК-L проведено численное моделирование серии 
экспериментов по откольному разрушению свинца, опубликованных в [6]. Опыты проведены  
в широком диапазоне параметров нагружения как для твердой фазы, так и для жидкого состояния.  
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Основные уравнения динамической модели развития поврежденности  
и компактирования (ДРК-L) 

Для описания откольного разрушения и компактирования поврежденного материала ис-
пользуется представление Кэролла – Холта, согласно которому среда представляется совокупно-
стью сферических микропор, находящихся на одинаковом расстоянии друг от друга [7]. В этом 
случае можно рассмотреть движение среды в одной сферической ячейке под действием сжимаю-
щего или растягивающего давления и распространить полученные уравнения на всю систему. 
Наружный и внутренний радиус такой ячейки (Rсell, R) связаны с объемом сплошного вещества VS 
уравнением:  

 3 3
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(1) 

где 0N  – плотность пор в единице объема при R  0. Предполагается, что в реальной среде раз-
мер пор распределен по закону Розина – Раммлера [8]: 

exp ,
n

R
W

R
    

 
 

где W   – вероятность обнаружить пору с радиусом > R; n – параметр, R  – параметр распределе-
ния, близкий к среднему значению радиуса всех пор 0.R  В этом случае выражение для объема 
имеет вид:  
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Тогда для поврежденности  получим уравнение 
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(Далее по тексту знаки усреднения опускаются и используются обозначения R и 0N  вместо R  

и 0N  в предположении что R и 0N  – средние значения радиуса и плотности пор.) 
Предположение Кэролла – Холта использовалось ранее Джонсоном [9] для описания от-

кольного разрушения металлов. Однако уравнение Джонсона эмпирическое и не учитывает неко-
торые реальные эффекты, такие как инерционность движения поры, вязкость, поверхностное 
натяжение. 

В предположении, что среда в ячейке обладает сдвиговой прочностью, вязкостью и поверх-
ностным натяжением, несжимаема и упругая энергия мала по сравнению с работой пластического 
деформирования, в [5] получено уравнение для изменения кинетической энергии при движении 
границы поры: 
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Здесь  – плотность; Y – изменяющийся во времени предел текучести, зависящий от параметров 
напряженно-деформированного состояния;  – поверхностное натяжение;  – вязкость;  – по-
врежденность; 0N  – плотность пор; t – время; точки над символами обозначают производные по 
времени. В уравнении (3) слагаемое слева – кинетическая энергия движения вещества ячейки, 
первое слагаемое справа – работа сил давления, второе – работа пластического деформирования 
(диссипация), третье – работа сил поверхностного натяжения, последнее – диссипация энергии за 
счет вязкого трения.  

После преобразований получим уравнение для скорости движения границы ячейки под дей-
ствием растягивающего или сжимающего напряжения: 
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В случае сжатия вещества (Р > 0) происходит компактирование поры (знак «–» в уравне-
нии (4)), в случае растяжения (Р < 0) – развитие поврежденности в веществе (знак «+» в уравне-
нии (4) (рис. 1)). 
 

 
                                                     а                                                                            б 

Рис. 1. Схема элементарной сферической ячейки с наружным и внутренним радиусами в веществе  
с прочностью Y под воздействием растягивающего (а) или сжимающего (б) давления  

 
Рост пор начинается при условии  
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и заканчивается  конt t  при  кон 0,R t   0.   

Компактирование пор начинается при условии:  
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и заканчивается  конt t  при  кон 0,R t   т   или min ,   где т ,  min  – текущее и мини-

мальное значения поврежденности соответственно; 0,R  0  – начальные значения радиуса поры  
и поврежденности в случае компактирования пор. 

Уравнение для роста или компактирования пор (4) непосредственно связано с динамиче-
ской прочностью (если вещество находится в твердом фазовом состоянии), вязкостью и поверх-
ностным натяжением. Модели для перечисленных реологических свойств могут быть любыми. 

Поверхностное натяжение свинца будем описывать уравнением [5] 
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а вязкость – уравнением 
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где Т – температура, кT  – температура кипения, 1 4a a  – постоянные. 
Уравнения (5) и (6) подобраны таким образом, чтобы описать имеющиеся эксперименталь-

ные данные для поверхностного натяжения и вязкости свинца [10]. 
Авторы данной работы использовали для динамического предела текучести релаксацион-

ную модель прочности (РИНГ), подробно описанную в [11].  
Уравнение состояния в сплошной среде принято в форме Ми – Грюнайзена с переменным 

коэффициентом Грюнайзена: 

  ,e P VP P V C T          
2

0к 0к 1 ,n
e

C
P

n


    

  ,e eE P V dV        0 .P M



 

   


                                             (7) 

Здесь Р, V, Е – давление, объем и внутренняя энергия соответственно; 0к ,  0кC  – плотность  

и объемная скорость звука при Т = 0 К;  
2
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n


    – упругая оставляющая давления; P  – 

коэффициент Грюнайзена; 
1

V
   – плотность вещества; 0к     – относительное сжатие; VC  – 

теплоемкость; Т – температура, 0 P    при 0    и P    при   ; М – постоянная вели-
чина.  

В пористой (поврежденной среде) это уравнение представляется в виде 
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Основные определяющие уравнения 
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где Y ,d  Ys  – динамический и стационарный пределы текучести; 0Y  – начальный предел текуче-

сти; G, 0G  – модуль сдвига в текущем и нормальном состояниях;  – время релаксации; i  – ско-

рость деформации;  1f t  – функция, учитывающая деформационное упрочнение; 5,a  1 0,    0 ,  

0i  – постоянные коэффициенты, mT T T  – отношение текущей температуры к температуре 
плавления, рассчитанной по закону Линдемана. 

Модуль сдвига G, определяющий девиаторную составляющую тензора напряжения в упру-
гой области деформации, и коэффициент Пуассона  рассчитываются по формулам 
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0 01 ,b T         1,T      = 0,5,   1,T   

где BC  – текущая объемная скорость звука, 0,  0b = const. 

Уравнения (1) – (9) реализованы в одномерной лагранжевой методике расчета задач дефор-
мирования механики сплошной среды [12]. Уравнения динамической модели ДРК-L решаются 
совместно с уравнениями газовой динамики. Совместное решение данных уравнений, как правило, 
представляет большие трудности, так как кинетические уравнения модели разрушения (компак-
тирования) имеют характерные признаки жестких систем. Характерные времена описываемых 
процессов – газовой динамики и кинетики – могут существенно отличаться, поэтому для числен-
ного решения уравнений (4) выбрана одна из наиболее перспективных на сегодняшний день схем 
с повышенным запасом устойчивости, используемых для решения жестких систем, – схема Ро-
зенброка ROS с комплексным параметром (CROS) [13]. 

Параметры уравнений (1) – (9) приведены в табл. 1 – 3. 
 

Таблица  1 

Параметры модели ДРК-L (4) – (6) 

Rmin, см N0, ед./см3 0, мН/м а1 а2 0L, 10 
–3Пас а3 а4 Тк, К 

1,7510–7 2,48104 635 0,6 3,0 10,6 0,1 2,0 2018 

 
Таблица  2 

Параметры физического уравнения состояния и кривой плавления свинца (7) 

0,  

г/см3 

0к,  

г/см3 

0пл, 

г/см3 

С0, 
км/с 

n Г Г0 М 
Тm0,  
К [15] 

СV, 
Дж/гК 

11,34 11,6 10,88 2,14 4,5 0,67 2,78 6,0 600 0,12 
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Таблица  3 

Параметры уравнений свинца (8), (9) 

Y0, ГПа а5 0 1 G0, ГПа 0, мкс 0,i  ед./с 0 
b0 

0,009 3,25 0 0,2 5,5 8,35 10 0,402 0,242 

 
Модель ДРК-L тестировалась на основании экспериментальных данных по откольному раз-

рушению и компактированию различных металлов и жидкостей [5, 14]. 
В данной работе модель ДРК-L применяется для описания экспериментов по откольному 

разрушению свинцовых образцов в широком диапазоне параметров нагружения [6] с помощью 
регистрации откольного слоя материалов радиографическим методом. К сожалению, в работе [6] 
не указана марка свинца, его механические свойства и исходная структура. Поэтому для оценок 
параметров модели ДРК-L свинца использовались известные в литературе экспериментальные 
данные [15 – 18].  

Значение minR  для свинца оценено из простых физических соображений. Постоянная ре-

шетки в большинстве металлов лежит в пределах   84 6 10a    см. Очевидно, что радиус поры 

в случае отсутствия одного атома равен постоянной решетки. Таким образом, минимальный 
начальный размер поры порядка межатомного расстояния: minR ~ а. В данной работе 

7
min 1,4 10R    см. Число пор 0N  может быть оценено из металлографического анализа шлифа 

сохраненного образца с начальной и развитой поврежденностью. В работе [16] приведена фото-
графия микрошлифа поврежденного образца свинца после воздействия растягивающих напряже-

нией. После анализа этих данных авторы статьи выбрали 5
0 10N   ед./см3. 

Зависимость вязкости от температуры измерена в работе [15]. На рис. 2 показаны расчетная 
зависимость  кT T  и имеющиеся экспериментальные точки. 

 
 

 
 
 

Рис. 2. Зависимость вязкости от величины кT T  свинца [15] 

 
Зависимость поверхностного натяжения от температуры измерена также в работе [15]. На 

рис. 3 показаны расчетная зависимость  кT T  и имеющиеся экспериментальные точки. 
 

0,5 

1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

0,2 0,4 0,6 0,80 

3, 10 Па c   

кT T

Расчет 

Эксперимент



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
 

 
 464

 

 
 
 

Рис. 3. Зависимость коэффициента поверхностного натяжения  
от температуры свинца [15] 

 
Для нахождения деформационного упрочнения и предела текучести использовались  – -

диаграммы сжатия американского свинца из работы [17]. На рис. 4 приведены экспериментальные 
и расчетные зависимости напряжения от деформации. 
 
 

 
 
 

Рис. 4. Расчетная и экспериментальная [17] зависимости напряжения  
от деформации свинца (5 ед./с) 

Результаты моделирования экспериментов 

Расчеты выполнены в одномерной постановке по лагранжевой методике УП, расчетная 
схема, приведенная на рис. 5, соответствовала геометрии экспериментальной сборки [6].  

В экспериментах использовалось взрывчатое вещество (ВВ) марки В-3 с плосковолновым 
генератором. В расчетах применялось кубическое уравнение состояния с плотностью 

0 = 1,82 г/см3, калорийностью Q = 3,97 кДж/г, для моделирования системы инициирования – слой 
мгновенной детонации толщиной 1 мм. 
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В табл. 4 и на рис. 6 приведены расчетные  расч
отк   

и экспериментальные  экс
отк  значения откольного слоя  

в зависимости от толщины образца  обр  и толщины ВВ 

 ВВ .  Из табл. 4 и рис. 6 видно, что для образцов 1 – 5 рас-

четные значения толщины откольного слоя  отк  хорошо 

согласуются с экспериментальными при всех толщинах 
ВВ. Однако с уменьшением толщины образца до 1,2 см (образцы 6, 7) значение отк  в расчете  
на 20 – 30 % меньше полученного в экспериментах. Эта разница может быть связана с некор-
ректным моделированием системы инициирования (в расчетах задавался слой мгновенной де-
тонации 1 мм). 

Таблица  4 

Экспериментальные и расчетные значения откольного слоя, толщины образца и толщины ВВ 

№ образца обр ,  см ВВ ,  см экс
отк ,  см расч

отк ,  см 

1 

2,5 

10 0,1300,02 0,1295 
2 5,1 0,1100,02 0,1065 
3 3,81 0,1050,02 0,1045 
4 2,5 0,1000,02 0.1045 
5 1,27 0,1200,01 0,1215 
6 

1,2 
1,9 0,0750,02 0,0555 

7 1,27 0,0800,01 0,0795 
 
 

 
 
 

Рис. 6. Расчетные  зависимости  толщины  откольного  слоя  свинца  от  толщины  ВВ  
и экспериментальные точки:  – обр 2,5  см;  – обр 1,2  см;  – расчет, модель ДРК-L; 

,  – твердая фаза;  – жидкая фаза 

 
На рис. 7, 8 приведены характерные расчетные распределения давления на выходе из об-

разца и плотности по образцу обр( = 2,5 см, ВВ = 10 см) в момент образования откольного слоя. 

 

 
 

Рис. 5. Расчетная схема экспериментов
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Рис. 7. Расчетное распределение давления по образцу на момент выхода ударной волны  
на свободную поверхность 

 
 

 
 
 

Рис. 8. Расчетное распределение плотности по образцу  
в момент образования откольного слоя 

Обсуждение результатов 

Расчетные распределения амплитуды максимального давления в образцах для различной 
толщины ВВ приведены на рис. 9. Видно, что, согласно расчетам, входящее в образцы давление 
составляет ~ 44 ГПа и в зависимости от толщины ВВ на выходе затухает до 14 – 32 ГПа. При этом 
dP dx  меняется с dP dx  = 12 ГПа/см до dP dx = 9 ГПа/см в образцах 1 – 5 и с dP dx = 37,5 ГПа/см 

до dP dx = 25 ГПа/см в образцах 6, 7 (см. рис. 9,б). 
По результатам экспериментальных исследований методом металлографического анализа 

сохраненных после нагружения образцов, проведенных в работе [17], давление ударной волны, 
при котором свинец переходит в расплавленное состояние и теряет прочность при разгрузке, со-
ставляет 26  ГПа. Это означает, что образцы 4, 5 и 7 после разгрузки остаются в твердом фазовом 
состоянии, а образцы 1 – 3 и 6 переходят в жидкую фазу (т. е. Y = 0); откольное разрушение в этом 
случае контролируется вязкостью и поверхностным натяжением. 
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Рис. 9. Расчетные распределения амплитуды максимального давления по образцам: 
1 – 5 – обр = 2,5 см (а), 6 – 7 – обр = 1,2 см (б) 

Выводы 

Применение новой широкодиапазонной динамической модели откольного разрушения  
и компактирования поврежденных материалов ДРК-L позволяет удовлетворительно описать экс-
периментальные данные по откольному разрушению свинца в широком диапазоне параметров 
нагружения как для твердой, так и для жидкой фазы. При этом определяющие параметры модели 
остаются постоянными.  
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Numerical Simulation of Spall in Lead Accounting for Its 
Occurrence in Solid as Well as Liquid Phases 

M. A. Desyatnikova, O. N. Ignatova, V. A. Raevskiy 
The capabilities of a recently-developed continuum-level model developed for the purpose 
of predicting the evolution of spall, including the compaction of damaged material, and ap-
plicable to the formation of spall in material that is fully solid as well as material that is lo-
cally liquid, are evaluated against empirical data for lead. The model accounts for inertial 
forces, elastoplastic constitutive behavior, viscosity, and surface tension. Predictions  
of spall layer thickness are shown to match the empirical data reasonably well. 




