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РЕШАТЕЛЬ РИМАНА HLLEM
ДЛЯ ТРЕХМЕРНОЙ МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ СОСТОЯНИЯ

И. В. Глазырин, А. В. Ершова, Н. А. Михайлов
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИТФ им. академ. Е. И. Забабахина",

г. Снежинск Челябинской области)

Предложено обобщение решателя Римана HLLEM на трехмерный многокомпонент-
ный случай с произвольными уравнениями состояния компонентов для произвольной
неструктурированной сетки. Выведены правые и левые собственные векторы матри-
цы Якоби для трехмерной многокомпонентной газодинамической системы уравнений
с произвольным уравнением состояния. Предложенный решатель реализован в рам-
ках трехмерной эйлеровой методики "Фокус", использующей метод конечных объемов.
Тестирование проведено на двух плоских задачах Римана на трехмерных кубической
и неструктурированной сетках с уравнением состояния идеального газа и двучленным
уравнением состояния. Тестирование показало эффективность предложенного подхо-
да.
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Введение

Впервые решатель Римана HLLEM для системы уравнений одномерной однокомпонентной газо-
вой динамики с произвольным уравнением состояния (УРСом) был описан в работе [1]. Применение
данного решателя позволяет повышать разрешение контактных границ по сравнению с решателем
HLL [2].

В данной работе предложено обобщение решателя Римана HLLEM на трехмерный многоком-
понентный случай для произвольной неструктурированной сетки, при этом УРСы компонентов
могут быть также произвольными. Контактный разрыв (КР) "размазывается" на некотором ко-
личестве вычислительных ячеек, и в этой области используется модель смесей на основе массовых
концентраций [3]. Трехмерная система уравнений многокомпонентной газовой динамики решается в
эйлеровых переменных в декартовой системе координат. Система уравнений моделируется в консер-
вативном виде с изотермическим условием замыкания, т. е. предполагается равенство температур
компонентов.

Для реализации схемы HLLEM были выведены правые и левые собственные векторы матрицы
Якоби для трехмерной многокомпонентной газодинамической системы уравнений с произвольным
УРСом.

Предложенный решатель Римана HLLEM был реализован в рамках трехмерной эйлеровой мето-
дики "Фокус", использующей метод конечных объемов [4]. Потоки консервативных величин через
грани ячеек вычисляются по формуле средних [5]. Значения потоков консервативных величин в
центрах граней ячеек определяются из рассмотрения одномерных задач Римана вдоль нормалей
к граням ячеек. Реконструкция величин на гранях ячеек выполняется с применением подхода
TVD-ограничителей наклона (Total Variation Diminishing) [6]. Решение по времени производится по
двухстадийной схеме Рунге—Кутты.
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Тестирование проведено на двух плоских задачах Римана на трехмерной неструктурированной
сетке с УРСом идеального газа и двучленным УРСом. Тестирование показало эффективность пред-
ложенного подхода.

Постановка задачи

Газовая динамика описывается уравнениями неразрывности, движения и энергии, выражающими
законы сохранения массы, импульса и полной энергии.

Трехмерная система уравнений многокомпонентной газовой динамики в виде законов сохранения
в эйлеровых переменных в декартовой системе координат имеет вид

∂u

∂t
+∇ · f (u) = 0. (1)

Здесь u = (ρ, ρvx, ρvy, ρvz, ρE, ρY1, . . . , ρYM )т — вектор консервативных переменных, где ρ — плот-
ность, ~v = (vx, vy, vz) — скорость, Y1, . . . , YM — массовые доли M компонентов смеси веществ, под-

чиняющиеся условию нормировки
M∑
k=1

Yk ≡ 1; f = (fx, fy, fz) — тензор, состоящий из векторов физи-

ческих потоков в каждом из направлений:

f (u) =



ρvx ρvy ρvz

ρv2x + p ρvxvy ρvxvz

ρvyvx ρv2y + p ρvyvz

ρvzvx ρvzvy ρv2z + p

(ρE + p) vx (ρE + p) vy (ρE + p) vz

ρY1vx ρY1vy ρY1vz

. . . . . . . . .

ρYMvx ρYMvy ρYMvz



, (2)

где p — давление, ρE = ρε + 0,5ρ
(
v2x + v2y + v2z

)
— полная энергия среды, ε — удельная внутрен-

няя энергия. Зависимости удельной внутренней энергии и давления от плотности и температуры
определяются УРСом.

Описание численной схемы

Дискретизация пространственной и временной частей системы уравнений газовой динамики про-
водится раздельно в соответствии с методом линий [7]. Для временной дискретизации используется
метод Рунге—Кутты из класса SSP (Strong Stability Preserving) [8] второго порядка аппроксимации.
Для пространственной дискретизации используется конечно-объемная схема типа Годунова [2, 9]
второго порядка аппроксимации. Метод конечных объемов заключается в интегрировании уравне-
ний по ячейкам вычислительной сетки [10] и последующей дискретизации интегральных членов.

В методике "Фокус" [4] используется трехмерная неструктурированная вычислительная сетка,
состоящая из ячеек с произвольным количеством граней. Количество вершин каждой грани не фик-
сировано. Все величины относятся к центрам ячеек. Любая внутренняя грань разделяет только две
ячейки, одна из которых назначается ячейкой-хозяином, другая — ячейкой-соседом, как показано
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Рис. 1. Ячейки сетки

на рис. 1. Индекс P обозначает ячейку-хозяина
грани, индекс N — ячейку-соседа; ~djP — вектор,
соединяющий центр ячейки-хозяина грани j и
центр этой грани; ~djN — вектор, соединяющий
центр грани j и центр ее ячейки-соседа. Нор-
маль к грани направлена от ячейки-хозяина к
ячейке-соседу.

Интегрирование системы (1) по объему i-й вы-
числительной ячейки дает

∂ 〈u〉i
∂t

+
1

|Vi|

∫
Vi

∇ · f (u) dV = 0, (3)

где 〈u〉i ≡
∫
Vi

u dV

/
|Vi| — среднеинтеграль-

ное значение u по i-й ячейке; Vi — объем i-й
ячейки. C применением теоремы Гаусса—Остро-

градского уравнение (3) записывается в виде

∂ 〈u〉i
∂t

+
1

|Vi|

∫
Si

f (u) · ~dS = 0,

где Si — площадь поверхности i-й ячейки; ~dS ≡ ~n dS — вектор внешней нормали к поверхности,
имеющей площадь dS. Поскольку вычислительная ячейка является многогранником, то можно
перейти от интеграла по всей поверхности ячейки к сумме интегралов по ее граням:

∂ 〈u〉i
∂t

+
1

|Vi|
∑
j

∫
Sj

f (u) · ~dS = 0, (4)

где j — индекс грани i-й ячейки. Поверхностные интегралы по граням ячеек аппроксимируются со
вторым порядком точности по формуле средних [5]:∫

Sj

f (u) · ~dS ≈ Sj
(
f (u)j · ~nj

)
= Sjfn (u)j ,

где Sj — площадь j-й грани; ~nj — нормаль к j-й грани; fn (u)j — нормальный поток в центре j-й
грани.

Проекция (2) на единичную нормаль ~n = (nx, ny, nz) к грани ячейки вычисляется как

fn (u) = (ρvn, ρvxvn + nxp, ρvyvn + nyp, ρvzvn + nzp, (ρE + p) vn, ρY1vn, . . . , ρYMvn)т , (5)

где vn = nxvx + nyvy + nzvz — нормальная составляющая скорости.
Для аппроксимации нормальных потоков fn (u)j используется тот или иной решатель Римана [2]:

fn (u)j ≈ Fn

(
uPj ,u

N
j

)
. В настоящей работе будут рассматриваться решатели HLL и HLLEM. В

методике "Фокус" используется реконструкция плотности, температуры, скорости и массовых долей
на гранях ячеек с применением подхода TVD-ограничителей наклона [6], в частности minmod или
vanLeer [4].

Методы Рунге—Кутты из класса SSP обладают свойством сохранения устойчивости решения в
смысле ∥∥un+1

∥∥ ≤ ‖un‖+K1∆t, K1 = const,
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если этим свойством обладает метод Эйлера первого порядка. Таким образом, если после некоторой
пространственной дискретизации (4) и дискретизации по времени методом Эйлера полученная схема
будет обладать, например, свойством неувеличения полной вариации решения TVD [11], то этим же
свойством будет обладать и схема с той же пространственной дискретизацией, но с методом SSP
Рунге—Кутты для дискретизации по времени.

В методике "Фокус" используется явный двухстадийный метод SSP Рунге—Кутты второго поряд-
ка аппроксимации

u∗ = u + ∆tnL (un) ; un+1 = 0,5un + 0,5u∗ + 0,5∆tnL (u∗) ,

где L — оператор пространственной дискретизации; ∆tn — шаг по времени с n-го временного слоя
на (n+ 1)-й.

Шаг по времени ∆tn определяется из условия Куранта

∆tn max
j

max
{∣∣∣a+,nj

∣∣∣ , ∣∣∣a−,nj

∣∣∣}∣∣∣~djP ∣∣∣+
∣∣∣~djN ∣∣∣

 ≤ C,
где a+,nj , a−,nj — оценки для максимальной и минимальной скоростей распространения волн от рас-
пада произвольного разрыва на j-й грани на n-м временном слое; C — число Куранта, которое
задается исходя из условия устойчивости и обеспечения неосциллирующих свойств схемы. Также на-
кладывается ограничение на скорость изменения шага по времени ∆tn+1 < K2∆t

n; типичное значе-
ние постоянной K2 = 1,1.

Решатель Римана HLL

С помощью решателя HLL находится состояние, усредненное по всем волнам, возникающим в
результате распада разрыва [12]. Потоки консервативных величин в точке начального разрыва
определяются с использованием данного состояния. Выражение для потоков при произвольной
ориентации грани можно получить, подставив в выражение для случая координатного направления
вектор нормального к грани физического потока (5). Численные потоки HLL в центре грани j
имеют вид

fHLL
n,j =



Fn

(
uPj

)
, если a−j > 0;

a+j Fn

(
uPj

)
− a−j Fn

(
uNj

)
a+j − a

−
j

+
a+j a

−
j

a+j − a
−
j

(
uNj − uPj

)
, если a−j ≤ 0 < a+j ;

Fn

(
uNj

)
, если a+j ≤ 0;

a−j = min

{
λ1

(
∂Fn
∂u

(
uPj
))

, λ1

(
∂Fn
∂u

(
uNj
))}

;

a+j = max

{
λM+5

(
∂Fn
∂u

(
uPj
))

, λM+5

(
∂Fn
∂u

(
uNj
))}

,

где λ1
(
∂Fn
∂u

)
= vn−c, λM+5

(
∂Fn
∂u

)
= vn+c— минимальное и максимальное собственные значения

гиперболической системы
∂u

∂t
+
∂Fn (u)

∂n
= 0; (6)

c — скорость звука, определяемая используемым УРСом.
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Решатель Римана HLLEM

Решатель HLLEM является модификацией решателя HLL с дополнительным слагаемым в числен-
ном потоке, учитывающим КР. Численные потоки HLLEM в центре грани j, соответственно, имеют
вид

fHLLEM
n,j =


Fn

(
uPj

)
, если a−j > 0;

fHLL
n,j − ϕ

a+j a
−
j

a+j − a
−
j

R∗ (u) δ (u)L∗ (u)
(
uNj − uPj

)
, если a−j ≤ 0 < a+j ;

Fn

(
uNj

)
, если a+j ≤ 0,

где ϕ ∈ [0; 1] — множитель перехода от решателя HLL (при ϕ = 0) к решателю HLLEM; R∗ (u) и
L∗ (u) — матрицы правых и левых собственных векторов, соответствующих собственным значениям

λ2 = . . . = λM+4 = vn; δ (u) — диагональная матрица с элементами вида
a+j − a

−
j

a+j − a
−
j + 2 |vn|

.

Вывод собственных значений и векторов

В решателе Римана HLLEM используются собственные значения и собственные векторы реша-
емой гиперболической системы уравнений (6). Для их нахождения составляется матрица Якоби
из частных производных всех компонент вектора Fn по всем компонентам вектора u. Элементы

матрицы Якоби обозначим Aij =
∂Fi
∂uj

.

Распишем компоненты гиперболической системы уравнений (6):

u =



u0 = ρ

u1 = ρvx

u2 = ρvy

u3 = ρvz

u4 = ρE

uk+4 = ρYk = ρk


, Fn =



F0 = ρvn

F1 = ρvxvn + nxp

F2 = ρvyvn + nyp

F3 = ρvzvn + nzp

F4 = (ρE + p) vn

Fk+4 = ρYkvn = ρkvn


,

где k = 1,M , M — число компонентов смеси с условием нормировки их долей
M∑
k=1

Yk = 1. Общее

число уравнений в системе получается равным M + 5.
Выразим компоненты вектора Fn через компоненты вектора u:

F0 = u1nx + u2ny + u3nz;

F1 = u−10 u21nx + u−10 u1u2ny + u−10 u1u3nz + nxp;

F2 = u−10 u1u2nx + u−10 u22ny + u−10 u2u3nz + nyp;

F3 = u−10 u1u3nx + u−10 u2u3ny + u−10 u23nz + nzp;

F4 = u−10 u4 (u1nx + u2ny + u3nz) + u−10 (u1nx + u2ny + u3nz) p;

Fk+4 = u−10 uk+4 (u1nx + u2ny + u3nz) .

Давление p вычисляется из УРСа и зависит от плотностей компонентов ρk и удельной внутренней
энергии ε, которую, в свою очередь, тоже можно выразить через компоненты вектора u: ε = u−10 u4−
− 0,5u−20

(
u21 + u22 + u23

)
.
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Частные производные давления по компонентам вектора u будут иметь следующий вид:

∂p

∂u0
=
(
v2 − E

)
p′ρE ;

∂p

∂u1
= −vxp′ρE ;

∂p

∂u2
= −vyp′ρE ;

∂p

∂u3
= −vzp′ρE ;

∂p

∂u4
= p′ρE ;

∂p

∂uk+4
= p′ρYk ,

где введены обозначения: p′ρE =
1

ρ

∂p

∂ε
; p′ρYk =

∂p

∂ (ρYk)
. Производные давления по удельной внутрен-

ней энергии и плотностям компонентов вычисляются из УРСов.
Приведем ненулевые элементы матрицы A:

A01 = nx; A02 = ny; A03 = nz; A10 = −vxvn + nx
(
v2 − E

)
p′ρE ; A11 = vxnx + vn − vxnxp′ρE ;

A12 = vxny − vynxp′ρE ; A13 = vxnz − vznxp′ρE ; A14 = nxp
′
ρE ; A1,k+4 = nxp

′
ρYk

;

A20 = −vyvn + ny
(
v2 − E

)
p′ρE ; A21 = vynx − vxnyp′ρE ; A22 = vyny + vn − vynyp′ρE ;

A23 = vynz − vznyp′ρE ; A24 = nyp
′
ρE ; A2,k+4 = nyp

′
ρYk

; A30 = −vzvn + nz
(
v2 − E

)
p′ρE ;

A31 = vznx − vxnzp′ρE ; A32 = vzny − vynzp′ρE ; A33 = vznz + vn − vznzp′ρE ; A34 = nzp
′
ρE ;

A3,k+4 = nzp
′
ρYk

; A40 = −vnH + vn
(
v2 − E

)
p′ρE ; A41 = nxH − vxvnp′ρE ;

A42 = nyH − vyvnp′ρE ; A43 = nzH − vzvnp′ρE ; A44 = vn + vnp
′
ρE ; A4,k+4 = vnp

′
ρYk

;

Ak+4,0 = −Ykvn; Ak+4,1 = Yknx; Ak+4,2 = Ykny; Ak+4,3 = Yknz; Ak+4,k+4 = vn,

где H = E + p/ρ — удельная полная энтальпия; E = ε+ 0,5v2 — удельная полная энергия.
Собственные значения λ квадратной матрицы A с размерами (M + 5) × (M + 5) находятся из

условия |A− λI| = 0, где I — единичная диагональная матрица. После некоторого ряда действий
над строками и столбцами определителя, не меняющих его значения, можно привести определитель
к блочному виду:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣ B1 B2

0 B3

∣∣∣∣∣∣ .
Здесь B1 и B3 — квадратные матрицы с размерами 5× 5 и M ×M соответственно:

B1 =



vn − λ nx ny nz 0

nxc
2 vn − λ− vxnxp′ρE −vynxp′ρE −vznxp′ρE nxp

′
ρE

nyc
2 −vxnyp′ρE vn − λ− vynyp′ρE −vznyp′ρE nyp

′
ρE

nzc
2 −vxnzp′ρE −vynzp′ρE vn − λ− vznzp′ρE nzp

′
ρE

vnc
2 −vxvnp′ρE −vyvnp′ρE −vzvnp′ρE vn − λ+ vnp

′
ρE


;

B3 =


vn − λ 0 . . . 0

0 vn − λ . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . vn − λ

 ; B2 =



0 0 . . . 0

nxp
′
ρY1

nxp
′
ρY2

. . . nxp
′
ρYM

nyp
′
ρY1

nyp
′
ρY2

. . . nyp
′
ρYM

nzp
′
ρY1

nzp
′
ρY2

. . . nzp
′
ρYM

vnp
′
ρY1

vnp
′
ρY2

. . . vnp
′
ρYM


,

где квадрат скорости звука c2 для адиабатического случая при изэнтропическом движении вычис-
ляется по формуле

c2 =
M∑
k=1

Yk
∂p

∂ (ρYk)
+

p

ρ2
∂p

∂ε
.
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Тогда из теории блочных матриц [13]

|A− λI| = |B1| |B3| = (vn − λ)M+3
[
(vn − λ)2 − c2

]
.

Собственные значения матрицы A будут соответственно (по возрастанию) равны λ1 = vn − c; λ2 =
= . . . = λM+4 = vn; λM+5 = vn + c.

Для каждого собственного значения из решения матричного уравнения Ax = λx можно найти
вектор-столбец x = (x1, x2, . . . , xM+5)

т — правый собственный вектор матрицы A.
Для случая λ 6= vn базисными переменными системы уравнений являются x2, x3, x4, x5 и все xk+5

(k = 1,M), зависящие от x1. При этом общее решение системы имеет вид

x2 = x1 [vx − (vn − λ)nx] ; x3 = x1 [vy − (vn − λ)ny] ; x4 = x1 [vz − (vn − λ)nz] ;

x5 = x1 [H − vn (vn − λ)] ; xk+5 = x1Yk.

Пусть x1 = 1, тогда собственному значению λ1 соответствует вектор-столбец x = (1, vx − cnx,
vy − cny, vz − cnz, H − cvn, Y1, . . . , YM )т, а значению λM+5 — x = (1, vx + cnx, vy + cny, vz + cnz,
H + cvn, Y1, . . . , YM )т.
Для случая λ = vn базисными переменными системы уравнений являются x1 и x5, зависящие от

x2, x3, x4 и всех xk+5 (k = 1,M). Общее решение системы имеет вид

x1 =
nx
vn
x2 +

ny
vn
x3 +

nz
vn
x4;

x5 = x2

[
vx −

nx
vn

(
v2 − E

)]
+ x3

[
vy −

ny
vn

(
v2 − E

)]
+ x4

[
vz −

nz
vn

(
v2 − E

)]
+

M∑
k=1

Xkxk+5,

где введено обозначение Xk = −
p′ρYk
p′ρE

, k = 1,M .

Составим M + 3 линейно независимых вектора x:

1. При x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0 и всех xk+5 = 0 имеем x =

(
nx
vn
, 1, 0, 0, vx −

nx
vn

(
v2 − E

)
, 0, . . . , 0

)т

.

2. При x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0 и всех xk+5 = 0 имеем x =

(
ny
vn
, 0, 1, 0, vy −

ny
vn

(
v2 − E

)
, 0, . . . , 0

)т

.

3. При x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1 и всех xk+5 = 0 имеем x =

(
nz
vn
, 0, 0, 1, vz −

nz
vn

(
v2 − E

)
, 0, . . . , 0

)т

.

Остальные M векторов-столбцов получим, полагая xk+5 = 1 при фиксированном k (k = 1,M), а
остальные независимые переменные — равными 0. Тогда x = (0, 0, 0, 0, Xk, δ)т, где δ — вектор,
состоящий из нулей и единицы на (k + 5)-м месте.

Для каждого собственного значения из решения матричного уравнения yA = yλ можно найти
вектор-строку y = (y1, y2, . . . , yM+5) — левый собственный вектор матрицы A.

Для случая λ 6= vn базисными переменными системы уравнений являются y1, y2, y3, y4 и все yk+5

(k = 1,M), зависящие от y5. Общее решение системы имеет вид

y1 = y5

[
vn (vn − λ)

p′ρE
+ v2 − E

]
;

y2 = −y5

(
vn − λ
p′ρE

nx + vx

)
; y3 = −y5

(
vn − λ
p′ρE

ny + vy

)
; y4 = −y5

(
vn − λ
p′ρE

nz + vz

)
;

yk+5 = −Xky5.
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Пусть y5 = 1, тогда значению λ1 соответствует вектор-строка y =

(
cvn
p′ρE

+ v2 − E,

−vx −
cnx
p′ρE

, −vy −
cny
p′ρE

, −vz −
cnz
p′ρE

, 1, −X1, . . . , −XM

)
, а значению λM+5 — y =

(
− cvn
p′ρE

+ v2 − E,

−vx +
cnx
p′ρE

, −vy +
cny
p′ρE

, −vz +
cnz
p′ρE

, 1, −X1, . . . , −XM

)
.

Для случая λ = vn базисными переменными системы уравнений являются y1 и y5, зависящие от
y2, y3, y4 и всех yk+5 (k = 1,M). Общее решение системы имеет вид

y1 = y2

(
nx
vn
H − vx

)
+ y3

(
ny
vn
H − vy

)
+ y4

(
nz
vn
H − vz

)
−

M∑
k=1

Ykyk+5;

y5 = −nx
vn
y2 −

ny
vn
y3 −

nz
vn
y4.

Составим M + 3 линейно независимых вектора y:

1. При y2 = 1, y3 = 0, y4 = 0 и всех yk+5 = 0 имеем y =

(
nx
vn
H − vx, 1, 0, 0,−

nx
vn
, 0, . . . , 0

)
.

2. При y2 = 0, y3 = 1, y4 = 0 и всех yk+5 = 0 имеем y =

(
ny
vn
H − vy, 0, 1, 0,−

ny
vn
, 0, . . . , 0

)
.

3. При y2 = 0, y3 = 0, y4 = 1 и всех yk+5 = 0 имеем y =

(
nz
vn
H − vz, 0, 0, 1,−

nz
vn
, 0, . . . , 0

)
.

Оставшиеся M векторов-строк получим при фиксированном k (k = 1,M): yk+5 = 1, а остальные
независимые переменные равны 0. Тогда y = (−Yk, 0, 0, 0, 0, δ), где δ — вектор, состоящий из нулей
и единицы на (k + 5)-м месте.

Из найденных правых собственных векторов составляется матрица R, из левых — матрица L.
Матрицы R и L должны обладать следующими свойствами: 1) LAR = Λ или A = RΛL, где Λ —
диагональная матрица, составленная из собственных значений; 2) выполняется условие нормировки:
LR = I — единичная матрица.

Полученные матрицы R и L условию нормировки не удовлетворяют. После некоторого ряда
действий над строками матрицы левых собственных векторов и столбцами матрицы правых соб-
ственных векторов получен итоговый вид матриц R и L, удовлетворяющих указанным свойствам:

R =



1 2 0 0 0 . . . 0 1

vx − cnx 2vx 0 −nz 0 . . . 0 vx + cnx

vy − cny 2vy nz 0 0 . . . 0 vy + cny

vz − cnz 2vz −ny nx 0 . . . 0 vz + cnz

H − cvn 2

(
H − c2

p′ρE

)
vynz − vzny vznx − vxnz X1 . . . XM H + cvn

Y1 2Y1 0 0 1 . . . 0 Y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

YM 2YM 0 0 0 . . . 1 YM



;
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L =



vn
2c

+
(
v2 − E

)
ξ −vxξ −

nx
2с

−vyξ −
ny
2с

−vzξ −
nz
2с

ξ −X1ξ . . . −XMξ

1

2
−
(
v2 − E

)
ξ vxξ vyξ vzξ −ξ X1ξ . . . XMξ

vnny − vy
nz

−nxny
nz

1− n2y
nz

−ny 0 0 . . . 0

vx − vnnx
nz

n2x − 1

nz

nxny
nz

nx 0 0 . . . 0

−Y1 0 0 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−YM 0 0 0 0 0 . . . 1

−vn
2c

+
(
v2 − E

)
ξ −vxξ +

nx
2с

−vyξ +
ny
2с

−vzξ +
nz
2с

ξ −X1ξ . . . −XMξ



,

где введено обозначение ξ = p′ρE/(2c
2).

Таким образом, получено обобщение матриц правых и левых собственных векторов на трехмер-
ный многокомпонентный случай с произвольными УРСами веществ. В литературе можно встретить
примеры вывода собственных векторов для других случаев, которые можно считать частными. При
допущении соответствующих упрощений векторы, полученные в данной работе, совпадают с приве-
денными в других источниках. Например, для УРСа идеального газа есть согласие результатов в
одномерных однокомпонентном [14] и двухкомпонентном [15] случаях, а также для x-направления
трехмерного однокомпонентного случая [2, 16]. Для произвольного УРСа есть согласие в одномер-
ном двухкомпонентном случае [17].

Численные результаты

В качестве тестов для проверки эффективности описанного решателя Римана HLLEM по срав-
нению с решателем HLL рассматриваются две задачи о распаде произвольного разрыва с УРСом
идеального газа и двучленным УРСом. Задачи моделируют одномерное течение в трехмерном про-
странстве. По оси OX расчетная область разделена на две половины с разными параметрами ве-
ществ. Задачи сформулированы так, что движение за счет повышенного давления в левой половине
области компенсируется заданной скоростью, поэтому КР остается на месте. Такая формулировка
задач позволяет оценивать диффузионные свойства разностных схем на КР.

Постановка задачи 1 (с УРСом идеального газа). Расчетная область: x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 0,1],
z ∈ [0; 0,1]; время счета t ∈ (0; 0,008].

Начальные условия (t = 0):

(ρ, (vx, vy, vz) , p, Y1, Y2) =

 (1; (−19,59745; 0; 0) ; 1 000; 1; 0) , x ∈ [0; 0,5] ,

(1; (−19,59745; 0; 0) ; 0,01; 0; 1) , x ∈ (0,5; 1] .

Граничные условия: при x = 0, x = 1 — свободные границы (нулевой градиент всех величин),
остальные границы — жесткие стенки со скольжением (нулевые градиенты всех величин, кроме
нормальной компоненты скорости, которая сама имеет нулевое значение).

УРС для обоих веществ — как для идеального газа: p = (γ − 1) ρε, ε = cV T , γ1 = γ2 = 1,4,
cV 1 = cV 2 = 0,833.

Эталонное решение задачи 1 — аналитическое решение задачи о распаде произвольного разрыва
на конечный момент времени.

Постановка задачи 2 (с двучленным УРСом). Расчетная область: x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 0,1],
z ∈ [0; 0,1]; время счета t ∈ (0; 0,01].
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Начальные условия (t = 0):

(ρ (vx, vy, vz) , p, Y1, Y2) =

 (3; (−9,7875; 0; 0) ; 1 000; 1; 0) , x ∈ [0; 0,5] ,

(3; (−9,7875; 0; 0) ; 0,01; 0; 1) , x ∈ (0,5; 1] .

Граничные условия совпадают с условиями задачи 1.
Для обоих веществ (газов) взят УРС в форме Ми—Грюнайзена, p = pт + pх:

pт = (γ − 1) ρεт, εт = cV T, γ1 = γ2 = 2, cV 1 = cV 2 = 12,3888;

pх =
ρ0kc

2
0k

n
(δn − 1) , εх =

c20k
δn (n− 1)

(δn − nδ + n− 1) ,

δ =
ρ

ρ0k
, ρ0k = 2,7, c0k = 0,0575, n = 3.

Эталонное решение задачи 2 — решение задачи по одномерному коду "Волна" [18] на лагранжевой
сетке c 1 000 ячеек.

Все численные расчеты выполнены с использованием ограничителя minmod и числа Куранта
C = 0,1. Расчеты проводились на следующих сетках:

1) кубические: сетка 1 — 100 × 10 × 10 ячеек; сетка 2 — 200 × 20 × 20; сетка 3 — 400 × 40 × 40;
сетка 4 — 800× 80× 80;

2) неструктурированные из треугольных и четырехугольных пирамид: сетка 1 — 53 081 ячеек;
сетка 2 — 574 969; сетка 3 — 2 820 472. В одномерном разрезе вдоль x-направления неструктуриро-
ванная сетка 1 соответствует равномерной сетке 1 со 100 ячейками; сетка 2 — равномерной сетке 2
с 200 ячейками; сетка 3 — равномерной сетке 3 с 400 ячейками.

На рис. 2 показано распределение плотности на конечный момент времени на 1/4 части неструк-
турированной сетки 1 для задачи 1.

Распределения плотности на конечный момент времени вдоль одномерного среза для кубической
сетки в 200× 20× 20 ячеек и неструктурированной сетки в 574 969 ячеек показаны на рис. 3. В рас-
четах варьировались значения величины ϕ с шагом 0,1. На кубической сетке расчеты выполнялись
для всех значений ϕ, на неструктурированной сетке — для всех, кроме ϕ = 1 (в ходе расчета с ϕ = 1
появились нефизические осцилляции, не позволившие досчитать задачу до конечного момента вре-
мени). На рис. 3 представлены результаты с максимальным для сетки значением ϕ. Можно видеть,
что решатель HLLEM дает решение, которое по описанию КР ближе к эталонному, чем полученное
с помощью решателя HLL.

Рис. 2. Задача 1. Распределение плотности на конечный момент времени на 1/4 части области неструкту-
рированной сетки 1

– 53 –



И. В. Глазырин, А. В. Ершова, Н. А. Михайлов

На рис. 4 для задачи 1 показано распределение плотности на конечный момент времени вдоль
одномерного разреза на кубической сетке 4 с 800 ячейками. Представлены графики по обе стороны
от КР. Видно, что решение по HLLEM ближе к эталонному, чем решение по HLL. Также можно
видеть, что есть небольшая немонотонная область в решении по HLLEM при ϕ = 1.

На рис. 5 показан график для температуры. На увеличенном изображении видно, что есть неболь-
шой "бугорок" в решении по HLLEM при ϕ = 1. Там же добавлены результаты при ϕ = 0,3, 0,6

Рис. 3. Плотность вдоль одномерного разреза на сетках 2: а — задача 1; б — задача 2; слева — равномерная
сетка, справа — неструктурированная; — эталон; · · — HLL; ◦ —HLLEM

Рис. 4. Задача 1. Плотность вдоль одномерного разреза на равномерной сетке 4: слева — область слева от
КР; справа — область справа от КР; — эталон; · · — HLL; ◦ — HLLEM, ϕ = 1
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Рис. 5. Задача 1. Температура вдоль одномерного разреза на равномерной сетке 4: справа — увеличенная
область слева от КР; ◦ — HLLEM, ϕ = 1; —HLLEM, ϕ = 0,9; — HLLEM, ϕ = 0,6; —
HLLEM, ϕ = 0,3; · · — HLL; — эталон

и 0,9. Видно, что при увеличении значения ϕ решение становится ближе к эталонному. При этом
немонотонная область не наблюдается при значениях ϕ < 1.

Для каждой задачи исследовались относительная погрешность и порядок сходимости как на ку-
бической, так и неструктурированной сетке.

Относительная погрешность в норме L1 вычислялась вдоль x-направленного одномерного среза
по формуле

∆f =

∑
i
|ρi − ρэ

i |hi∑
i
ρэ
ihi

,

где ρi, ρэ
i — расчетная и эталонная плотности в i-й ячейке; hi — длина i-й ячейки вдоль одномерного

среза.
Для вычисления порядка сходимости рассматривалась величина h — средняя длина ячеек сетки

вдоль одномерного среза. Порядок сходимости для неструктурированных сеток 1—3 с соответству-
ющими средними длинами ячеек h1 > h2 > h3 определялся как [19]

σ = logh1/h3
∆f1
∆f3

,

где ∆f1 и ∆f3 — относительные погрешности, полученные на сетках со средними длинами ячеек h1
и h3 соответственно. Порядок сходимости для равномерных сеток 1—4 со средними длинами ячеек

h1 > h2 > h3 > h4 определялся аналогично: σ = logh1/h4
∆f1
∆f4

.

На рис. 6 показана относительная погрешность для обеих задач. Видно, что относительная по-
грешность убывает с увеличением числа ячеек сетки и увеличением значения ϕ.

В таблице представлены полученные порядки сходимости. Порядок сходимости численного ре-
шения к эталонному по HLLEM больше порядка сходимости по HLL примерно на 10—15%. При
этом задача с УРСом в форме Ми—Грюнайзена оказалась более зависимой от типа сетки: порядок
сходимости на неструктурированной сетке получился примерно на 15% меньше, чем на кубической.

Заключение

Предложено обобщение решателя Римана HLLEM на трехмерный многокомпонентный случай для
произвольной неструктурированной сетки с произвольными УРСами компонентов. Предложенный
решатель Римана HLLEM был реализован в рамках трехмерной эйлеровой методики "Фокус".
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Рис. 6. Относительная погрешность для задачи 1 (а) и задачи 2 (б ): слева — равномерная сетка, справа —
неструктурированная; — HLLEM, ϕ = 1; · · · · — HLLEM, ϕ = 0,9; — HLLEM, ϕ = 0,8; —
HLLEM, ϕ = 0,7; · · · · — HLLEM, ϕ = 0,6; — HLLEM, ϕ = 0,5; — HLLEM, ϕ = 0,4; · · · · — HLLEM,
ϕ = 0,3; — HLLEM, ϕ = 0,2; — HLLEM, ϕ = 0,1; — HLL

Порядок сходимости для каждой задачи, сетки и решателя Римана

Кубическая сетка Неструктурированная сеткаЗадача
HLL HLLEM HLL HLLEM

1 0,73 0,82 0,71 0,83
2 0,72 0,78 0,59 0,68

Проведено тестирование схемы на двух плоских задачах Римана с УРСом идеального газа и
УРСом в форме Ми—Грюнайзена на трехмерных кубических и неструктурированных сетках. Ре-
шатель Римана HLLEM качественнее описывает КР. Скорость убывания погрешности при решателе
HLLEM больше, чем при HLL. Тестирование показало эффективность предложенного решателя Ри-
мана HLLEM.
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Решатель Римана HLLEM для трехмерной многокомпонентной газовой динамики. . .
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