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"ЛОГОС ПРОЧНОСТЬ"
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Приводятся результаты расчетно-экспериментальных исследований особенностей
квазистатического деформирования и разрушения трубчатых образцов стали 09Г2С
при осевом растяжении и действии внутреннего давления. Численное моделирование
напряженно-деформированного состояния образцов при больших деформациях вплоть
до разрушения выполняется с использованием программного модуля "Логос Проч-
ность" на основе полученных в экспериментах истинных диаграмм деформирования
материала. Исследуются предельные уровни интенсивности пластических деформаций
материала образцов в условиях изменяющегося вида напряженного состояния, описы-
ваемого различными параметрами.
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программ "Логос", программный модуль "Логос Прочность".

Введение

В последние десятилетия наблюдаются значительный рост производительности вычислительной
техники и успешное развитие численных методов и программных средств для решения проблем
прочности. Современные комплексы программ, разработанные на основе методов конечных объе-
мов и конечных элементов (КЭ), позволяют эффективно описывать состояние подвижных (газовых
и жидких) сред и деформируемых тел, детально учитывая свойства материалов и конструктивные
особенности реальных изделий. Однако при этом по-прежнему весьма актуальной остается про-
блема разработки и применения достоверных расчетно-экспериментальных критериев прочности
материалов в задачах обоснования надежности и безопасности разрабатываемых изделий.

Разработка современных летательных аппаратов, энергетического оборудования, сложных маши-
ностроительных конструкций и научно-исследовательских установок проходит в условиях возрас-
тающих требований к надежности и безопасности их функционирования. В авиастроении, атомной
энергетике и ряде других областей науки и техники разрабатываемые изделия могут испытывать
повышенные нагрузки в возможных экстремальных ситуациях. Гражданские самолеты должны
обеспечивать безопасность пассажиров как при нормальной эксплуатации, так и в возможных ава-
рийных условиях [1, 2]. Газотурбинные двигатели пассажирских самолетов должны удовлетворять
требованиям безопасности при столкновении с птицами и при обрыве лопатки [2, 3]. Требования
надежности и безопасности необходимо строго соблюдать при проведении сложных физических экс-
периментов [4, 5]. Защитные контейнеры для наземной транспортировки и хранения отработанного
ядерного топлива АЭС должны выдерживать интенсивные нагрузки при падении с высоты 9м на
недеформируемую поверхность [6, 7].
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Об актуальности разработки надежных критериев прочности свидетельствует множество числен-
ных и экспериментальных исследований проблем деформирования и разрушения материалов [8—15],
в которых используются силовые, деформационные, энергетические и другие критерии прочности,
учитывающие вид напряженного состояния в наиболее напряженных зонах.

При формулировании критериев прочности в [8, 10] вид трехосного напряженного состояния ха-
рактеризуется коэффициентом Лоде—Надаи

µσ = 2
σ2 − σ3
σ1 − σ3

− 1,

где σ1 > σ2 > σ3 — главные напряжения. Одноосному растяжению соответствует µσ = −1, сжа-
тию — µσ = 1, чистому сдвигу — µσ = 0.

Для описания трехосности нагружения в работах [13, 16, 17] используется параметр жесткости
напряженного состояния — отношение первого инварианта тензора напряжений к интенсивности
напряжений:

ξ =
σ1 + σ2 + σ3√

σ21 + σ22 + σ23 − σ1σ2 − σ2σ3 − σ3σ1
. (1)

Параметр ξ может меняться в диапазоне −∞ < ξ < +∞, при этом ξ = 1 соответствует одноосному
растяжению, ξ = −1 — одноосному сжатию, ξ = 0 — сдвигу.

В качестве параметра вида напряженного состояния, влияющего на критическую энергию пла-
стической деформации, в работе [15] рассматривается отношение первого инварианта тензора на-
пряжений к длине вектора главных напряжений:

Π =
σ1 + σ2 + σ3√
σ21 + σ22 + σ23

.

Параметр Π может меняться от трехосного сжатия до трехосного растяжения в диапазоне −
√

3 ≤
≤ Π ≤

√
3. При одноосном растяжении Π = 1, сжатии — Π = −1, при чистом сдвиге П = 0.

Использование деформационного критерия прочности в виде критической интенсивности пласти-
ческих деформаций [18] в условиях сложного напряженного состояния предполагает применение
параметра трехосности TF (Triaxiality Factor), который так же, как ξ (1), задается отношением
первого инварианта тензора напряжений к интенсивности напряжений [19]. Отметим, что приве-
денные параметры вида напряженного состояния не однозначны. Так, например, параметрам вида
ξ = TF = 2 и Π = 1,4 может соответствовать как двухосное растяжение: σ1 = σ2 = σ; σ3 = 0, так и
трехосное растяжение с одной доминирующей компонентой: σ1 = σ; σ2 = σ3 = σ/2.

Известно, что вязкому разрушению пластичных конструкционных материалов предшествует ло-
кализация больших деформаций [20], которая начинает развиваться после потери устойчивости про-
цесса деформирования, условием которой по критерию Консидера является равенство [9]

1

σ

dσi
dεi

= M,

где M = 1 при одноосном растяжении и M =
√

3 при внутреннем давлении; σi, εi — интенсивно-
сти истинных напряжений и деформаций соответственно; σ — максимальное истинное нормальное
напряжение в образце.

Для исследования зависимости критериев прочности от вида напряженного состояния при вязком
разрушении материалов широко используются эксперименты по растяжению, кручению и нагруже-
нию внутренним давлением трубчатых образцов [8, 9, 11, 21—23]. В работе [9] рассматривается иде-
ально пластичная трубка под действием растяжения и внутреннего давления. Проводится анализ
напряженного состояния с учетом и без учета сжимаемости материала на основе соотношений теории
течения и теории малых упругопластических деформаций. В работе [11] определены условия поте-
ри устойчивости процесса пластического деформирования, подтвержденные экспериментальными
данными при комбинированном нагружении трубчатых образцов давлением и растяжением. В ста-
тье [23] предлагается метод исследования уравнений состояния и критериев разрушения пластичных
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материалов при сложном нагружении на основе испытаний трубчатых образцов при растяжении,
кручении и внутреннем давлении.

Целями настоящей работы являются численный анализ с использованием программного модуля
"Логос Прочность" [24], входящего в состав многофункционального пакета программ "Логос" [25],
напряженно-деформированного состояния испытанных трубчатых образцов из стали 09Г2С при
больших деформациях при растяжении и внутреннем давлении вплоть до разрушения, сравнение
расчетных данных с результатами испытаний образцов и выявление особенностей процессов дефор-
мирования для определения деформационных критериев прочности.

Определяющие соотношения

Фундаментальное уравнение механики деформируемого твердого тела, выражающее закон сохра-
нения энергии, записывается в форме вариационного принципа Даламбера—Лагранжа [26]∫

V

∫∫
(σijδεij)dV =

∫
V

∫∫
F · δudV +

∫
S

∫
p · δudS, i, j = 1, 3, (2)

где σij — тензор напряжений; δεij — тензор бесконечно малых приращений деформаций; δu— вектор
бесконечно малых приращений перемещений; F = (F1, F2, F3), p = (p1, p2, p3) — векторы объемных
сил и поверхностной нагрузки; V , S — соответственно объем и поверхность деформируемого тела.
Кинематические соотношения, связывающие бесконечно малые приращения деформаций и переме-
щений, строятся на основе модифицированного тензора приращений деформаций Грина [26]. Систе-
ма определяющих соотношений замыкается уравнениями состояния, которые можно представить в
приращениях компонент тензоров напряжений и деформаций [27, 28]. Уравнения состояния при
необходимости дополняются условием текучести, которое в пространстве девиаторов напряжений
принимается в форме поверхности Мизеса. Приращения пластических составляющих деформаций
определяются ассоциированным законом течения [27, 29]:

dεpij = λSij ; SijSij =
2

3
C2
p(χ); Sij = σij − δijσ0, σ0 =

1

3
σii;

dρij = 2Gdεpij , G = G(J), J =

√
2

3

√
ρijρij .

(3)

Здесь λ — параметр, вычисляемый по методике, подробно изложенной в [29], из условия прохожде-
ния текущей поверхности текучести через конец вектора, определяемого компонентами девиатора
напряжений Sij ; Cp(χ) — радиус поверхности текучести; χ — параметр Одквиста; δij — символ Кро-
некера; ρij — тензор микронапряжений, определяющий координаты центра поверхности текучести;
G — модуль анизотропного упрочнения.

Система соотношений (2), (3) полностью определяет деформационное поведение материалов кон-
струкции на шаге нагружения. Для ее решения можно использовать различные численные методы.
В данной работе используется наиболее распространенный в прочностном анализе метод КЭ, реа-
лизованный в программном модуле "Логос Прочность".

Постановка задачи и метод решения

Рассматривается статическое деформирование трубчатых образцов из стали 09Г2С в условиях
одноосного растяжения и действия внутреннего давления. Форма и основные размеры одного из
образцов показаны на рис. 1.

На рис. 2 показаны условные, построенные без учета изменения площади поперечного сече-
ния образца, и истинные диаграммы деформирования, рассчитанные по методикам Давиденкова—
Спиридоновой [21] и Баженова [22] на основе результатов испытаний серии образцов на растяжение.

– 61 –



А. А. Рябов, В. Н. Речкин, В. А. Барышев, Р. А. Барабанов

Рис. 1. Форма и основные размеры образца из стали 09Г2С

Рис. 2. Диаграммы деформирования образцов из стали 09Г2С
при растяжении: 1 — условные диаграммы; 2 — расчет по ме-
тодике Давиденкова—Спиридоновой; 3 — расчет по методике
Баженова

Видно, что истинные диаграммы, рас-
считанные по двум методикам, близ-
ки и значительно отличаются от услов-
ных диаграмм деформирования. При-
веденные диаграммы деформирования
используются для численного модели-
рования в программном модуле "Логос
Прочность" нелинейного квазистатиче-
ского деформирования указанного об-
разца, размеры которого приведены на
рис. 1, при растяжении и действии внут-
реннего давления.

Для решения задачи разработан ряд
конечно-элементных моделей 1/8 части
образца, состоящих из разного коли-
чества 8-узловых КЭ сплошной сре-
ды, с краевыми условиями симметрии.
Используется модель упругопластиче-
ского материала с изотропным упроч-
нением. На основе серии численных
расчетов с использованием подготов-
ленных конечно-элементных моделей с
различным количеством КЭ проведе-
ны исследования сходимости результа-
тов решений задачи для случая од-
ноосного растяжения образца, кото-
рые показали, что приемлемой по точ-
ности получаемых решений является
конечно-элементная сетка с размером
КЭ ∼ 0,15мм (рис. 3).

Рис. 3. Конечно-элементная модель 1/8 части образца с размером КЭ ∼ 0,15мм

Результаты исследований и их анализ

Результаты численных и экспериментальных исследований больших деформаций образца вплоть
до разрушения при растяжении и внутреннем давлении приведены на рис. 4—9. Анализ результатов
численных расчетов показывает, что траектории деформации в пространстве Ильюшина [27] имеют
малую кривизну, подтверждая применимость соотношений теории течения.
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На рис. 4, а показаны кривые расчетного и экспе-
риментального удлинения образца, размеры кото-
рого приведены на рис. 1, и расчетного изменения
его диаметра в зоне локализации деформаций — об-
разования шейки при растяжении. Видно, что рас-
четные и экспериментальные значения осевых пере-
мещений качественно и количественно близки, что
подтверждает достоверность численного моделиро-
вания больших деформаций образца вплоть до раз-
рушения. На рис. 4, б показаны характер разруше-
ния образца и длина зоны сужения Lш, превышаю-
щая половину длины рабочей части. Минимальный
диаметр образца, замеренный после разрушения в
шейке, отмечен крестиком на рис. 4, а. Пластиче-
ские деформации появляются в образце при осевой
силе N ∼ 43 кН и приводят к заметному росту осе-
вых перемещений. Радиальные перемещения на-
чинают ощутимо возрастать только после потери
устойчивости процесса деформирования и локали-
зации деформаций при достижении максимальной
осевой силы Nmax ∼ 67 кН.

На рис. 5 показано распределение интенсивно-
сти пластических деформаций в образце к моменту
разрушения, полученное по программному модулю
"Логос Прочность". Видно, что разрушению об-
разца предшествует значительное уменьшение диа-
метра и толщины стенки в зоне разрыва, а также
интенсивная локализация деформаций в этой зоне.

Кривые изменений параметров Π, ξ и µσ приве-
дены на рис. 6 (кривые 1—3). Кружками отмечены
значения параметров, соответствующие началу
образования пластических деформаций в образце.

Рис. 4. Осевые (1, 2) и радиальные (3) перемеще-
ния (а) и характер разрушения (б ) в образце при
растяжении: , — расчет; — экспери-
мент

Видно, что при растяжении образца одноосное напряженное состояние сохраняется не только в
области упругих деформаций, но и при упругопластическом деформировании до момента потери
устойчивости процесса деформирования и начала образования шейки при Nmax ∼ 67 кН. С ло-
кализацией деформаций и значительным ростом интенсивности пластических деформаций в зоне
шейки в условиях снижения нагрузки изменение значений параметров Π и ξ свидетельствует о раз-

Рис. 5. Распределение интенсивности пластических деформаций (в отн. ед.) в образце к моменту разру-
шения при растяжении
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Рис. 6. Изменения параметров вида напряженного состояния в рабочей части образца: 1 — Π(N); 2 —
ξ(N); 3 — µσ(N); 4 — Π(p); 5 — ξ(p); 6 — µσ(p)

витии двухосного напряженного состояния, а параметр Лоде—Надаи стремится к µσ ∼ 0,1, указывая
на приближение к условиям чистого сдвига. Разрыв образца происходит при уровне интенсивно-
сти пластических деформаций εi max ∼ 120 %, что превышает значение относительного остаточного
удлинения материала почти в четыре раза (εi max ∼ 4δ). Безразмерные главные напряжения в наи-
более напряженной зоне образца, отнесенные к пределу текучести материала, перед разрушением
образца составляют: σ1 = 3,7; σ2 = 1,6; σ3 = 0.

На рис. 7, а приведены расчетная и экспериментальные кривые изменения диаметра другого ана-
логичного образца в зоне локализации деформаций при действии внутреннего давления.

В расчетной модели образца давление задается только на внутренней цилиндрической поверхно-
сти. При испытаниях внутренняя полость образца герметизируется торцевыми донышками. При
этом растягивающая сила, возникающая от действия давления на донышки, компенсируется сжи-
мающей нагрузкой испытательной установки таким образом, чтобы продольные перемещения сво-
бодного конца были близки к нулю. Из рис. 7, а видно, что, несмотря на некоторые отличия пере-
мещений в начальной стадии нагружения, обусловленные некоторой разностью постановок опыта
и расчета, при увеличении давления расчетные и экспериментальные значения перемещений сбли-
жаются, что подтверждает достоверность моделирования деформирования образца при больших
деформациях. В испытаниях при действии внутреннего давления разрушению образца также пред-
шествует заметная локализация деформаций, которая видна из рис. 7, б по изгибу теней в зоне
трещины. Длина трещины Lт составляет почти четверть рабочей части образца.

Распределение интенсивности пластических деформаций в сечении образца к моменту начала
разрушения показано на рис. 8. Виден характерный изгиб стенки вдоль всей длины рабочей части
образца, наблюдаемый и на рис. 7, б, и на рис. 8. Максимальные расчетные значения интенсивности
пластических деформаций в среднем сечении рабочей части образца перед разрушением достига-
ют εi max ∼ 12 %. Этот уровень интенсивности пластических деформаций на порядок ниже, чем
при растяжении, и более чем в два раза меньше значения остаточного относительного удлинения
материала (εi max ∼ 0,4δ).

Изменение расчетных значений параметров вида напряженного состояния в наиболее нагружен-
ной точке с ростом давления внутри образца показано на рис. 6 (кривые 4—6). До момента появле-
ния пластических деформаций, обозначенного кружком, судя по параметру Лоде—Надаи µσ = −1,0,
напряженное состояние в рабочей части образца — одноосное растяжение, значения параметров Π =
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Рис. 7. Радиальные перемещения (а) и характер разрушения (б ) в рабочей части образца при действии
внутреннего давления: — расчет для одного образца; — эксперименты для двух образцов

Рис. 8. Распределение интенсивности пластических деформаций (в отн. ед.) в образце к моменту начала
разрушения от внутреннего давления

= 0,87 и ξ = 0,87 также указывают на близость к одноосному растяжению. С появлением в образце
пластических деформаций значения параметров начинают плавно меняться и к моменту начала
разрушения составляют: µσ = −0,83; Π = 0,98; ξ = 1,03. Безразмерные главные напряжения перед
разрывом имеют значения: σ1 = 1,75; σ2 = 0,06; σ3 = −0,09. Разрушение материала происходит
в условиях, весьма близких к одноосному растяжению материала трубчатого образца кольцевыми
напряжениями σ1.

Таким образом, при нагружении трубчатых образцов осевой силой и внутренним давлением вид
напряженного состояния и максимальные уровни интенсивности пластических деформаций в наи-
более нагруженной зоне к моменту начала разрушении существенно различаются. Заметим, однако,
что значительный рост пластических деформаций при растяжении трубчатого образца начинается
только с момента потери устойчивости процесса деформирования и проходит при заметном сни-
жении силы. Потеря устойчивости процесса деформирования происходит в условиях одноосного
напряженного состояния при уровне пластических деформаций εi max ∼ 13 %, что весьма близко к
уровню пластических деформаций материала образца к моменту начала разрушения от внутрен-
него давления. После потери устойчивости процесса деформирования образец уже не оказывает
сопротивления приложенной нагрузке.
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Рис. 9. Зависимость интенсивности истинной пластиче-
ской деформации в наиболее напряженных зонах образ-
цов от параметра вида напряженного состояния: —
растяжение образца; — нагружение образца внут-
ренним давлением

В заключение на рис. 9 приводятся рас-
четные зависимости изменения максимально-
го уровня интенсивности истинной пластиче-
ской деформации от значений параметра вида
напряженного состояния Π для рассмотрен-
ных вариантов нагружения трубчатых образ-
цов. Крестиками отмечены уровни истинных
деформаций, при которых произошло разру-
шение образцов.

Анализ расчетных и экспериментальных
данных показывает, что при рассмотренных
вариантах нагружения образцов до потери
устойчивости процесса деформирования па-
раметр Π сохраняет постоянное значение, а
затем по причине потери устойчивости про-
цесса начинает плавно меняться, что свиде-
тельствует об изменении вида напряженного
состояния в наиболее напряженной зоне. Ис-
тинные пластические деформации наиболее
напряженной зоны трубчатого образца в слу-
чае действия внутреннего давления возраста-
ют в условиях, близких к одноосному растя-
жению до и после потери устойчивости про-
цесса деформирования, при незначительном
изменении параметра Π в закритической об-
ласти (после потери устойчивости процесса).

Выводы

На основе анализа полученных результатов расчетно-экспериментальных исследований особен-
ностей квазистатического деформирования и разрушения трубчатых образцов из стали 09Г2С при
осевом растяжении и действии внутреннего давления сделаны следующие выводы:

1. При одноосном растяжении трубчатого образца до потери устойчивости процесса пластическо-
го деформирования параметры вида напряженного состояния в его рабочей части остаются по-
стоянными. Потеря устойчивости процесса (несущей способности материала) происходит при
интенсивности истинной пластической деформации εi max ∼ 13 %, при этом значения парамет-
ров вида напряженного состояния составляют Π = 1; ξ = 1; µσ = −1 и указывают на одноосное
напряженное состояние. В закритической области при постепенном исчерпании несущей спо-
собности материала значения параметров Π, ξ, µσ существенно изменяются. Максимальная
интенсивность истинной пластической деформации в локальной наиболее напряженной зоне
образца перед разрушением возрастает до εi max ∼ 120 %, параметры Π, ξ принимают значения
1,32 и 1,65 соответственно, что свидетельствует о переходе к двухосному напряженному состо-
янию, а параметр µσ = −0,1 указывает на близость к чистому сдвигу. Главные безразмерные
напряжения в наиболее напряженной зоне образца перед разрушением составляют: σ1 = 3,7;
σ2 = 1,6; σ3 = 0.

2. При действии внутреннего давления потеря устойчивости процесса деформирования образца
происходит при εi max ∼ 10 % в условиях одноосного напряженного состояния (Π = 1; ξ = 1;
µσ = −1). Далее при незначительном увеличении интенсивности истинных пластических де-
формаций до εi max ∼ 12 % происходит разрыв образца по образующей. Значения параметров
вида напряженного состояния для наиболее напряженной зоны образца перед разрушением
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изменяются незначительно и составляют µσ = −0,83; Π = 0,98; ξ = 1,03, что свидетельствует
о сохранении напряженного состояния, близкого к одноосному. Главные безразмерные на-
пряжения в наиболее напряженной зоне образца перед разрушением составляют: σ1 = 1,75;
σ2 = 0,06; σ3 = −0,09.

3. Исчерпание несущей способности трубчатого образца при осевом растяжении и внутреннем
давлении реализуется при близких уровнях интенсивности истинных пластических деформа-
ций εi max ∼ 10÷ 13 % в условиях одноосного напряженного состояния наиболее напряженной
зоны рабочей части. В закритической области деформация образца значительно различается.
Под действием внутреннего давления разрушение происходит вскоре после потери устойчиво-
сти процесса деформирования, при εi max ∼ 12 %, а при растяжении образец разрывается при
εi max ∼ 120 %; при этом в закритической области с ростом силы параметры вида напряжен-
ного состояния в наиболее напряженной зоне заметно меняются.

4. Результаты проведенных расчетных исследований указывают на необходимость учета истории
деформирования наиболее напряженных зон материала при выборе и определении критерия
разрушения. В практической работе при обосновании прочности сложных изделий в экстре-
мальных условиях нагружения необходимо на основе численного моделирования выявлять
траектории деформирования в наиболее нагруженных точках, затем проводить испытания на
образцах в условиях их нагружения по этим траекториям вплоть до разрушения и на основе
анализа полученных результатов определять критерий разрушения.

5. Программный модуль "Логос Прочность" версии 2022 года позволяет с хорошей точностью
моделировать процессы нелинейного квазистатического деформирования материалов вплоть
до разрушения.
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