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ВАНТ, сер. Математическое моделирование физических процессов. 2023. Вып. 4

УДК 519.6

АНИЗОТРОПНАЯ МОДЕЛЬ ЗАМЫКАНИЯ УРАВНЕНИЙ
УПРУГОПЛАСТИКИ МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ СРЕДЫ

В СМЕШАННЫХ ЯЧЕЙКАХ

А. Л. Стадник, Ю. В. Янилкин, О. О. Топорова
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Смешанные ячейки в лагранжево-эйлеровых или эйлеровых методах расчета упру-
гопластических течений могут содержать в себе контактные границы между различ-
ными веществами. При применении ALE-методов используется двухэтапный подход.
На первом (лагранжевом) этапе рассматриваются уравнения упругопластики без кон-
вективных членов, учет конвективного переноса осуществляется на втором этапе. В
работе описана новая анизотропная модель замыкания уравнений упругопластики в
смешанных ячейках, содержащих два и более компонентов среды, на лагранжевом
этапе. Модель реализована в двумерной методике ЭГАК. Приводятся постановки и
результаты расчетов двух одномерных и одной двумерной тестовых задач, демонстри-
рующих преимущества нового метода.

Ключевые слова: модель замыкания, смешанная ячейка, многокомпонентная среда,
конечно-разностные методы, численное моделирование, двумерные течения, упруго-
пластика.

Введение

В лагранжево-эйлеровых (ALE) или эйлеровых методах расчета газодинамических и упругопла-
стических течений смешанные ячейки содержат в себе контактные границы (КГ) между различ-
ными веществами или смеси веществ. Многие из таких методов используют двухэтапный подход.
На первом этапе рассматриваются уравнения лагранжевой газовой динамики или упругопластики
без конвективных членов, т. е. осуществляется учет членов уравнений, содержащих давление и
напряжения. Учет конвективного переноса осуществляется на втором этапе.

В данной работе исследуется проблема расчета смешанных ячеек на первом этапе. Отметим, что
смешанные ячейки могут содержаться даже в чисто лагранжевых методиках, так что проблемы,
связанные с их наличием, должны решаться и в этом случае. Второе замечание касается того, что
при использовании неподвижных сеток ALE-метод фактически становится эйлеровым.

Далее будем, как правило, употреблять термин лагранжева газовая динамика (или просто га-
зодинамика), имея в виду, что сюда включается и упругопластика. Имеется несколько подходов
к проблеме смешанных ячеек в газодинамике. При этом предполагается, что все они основаны
на односкоростной модели среды. Основной подход, который стал главенствующим в настоящее
время, основан на полном термодинамическом выделении в смешанных ячейках веществ (далее бу-
дем использовать термин компонент, имея в виду, что КГ математически может быть и между
одинаковыми веществами).

В газодинамике термодинамическими параметрами являются плотность, внутренняя энергия и
давление. Если моделируются другие процессы, то количество параметров увеличивается, напри-
мер, для упругопластики это компоненты девиатора напряжений и параметры модели среды. Кроме
термодинамических параметров, полагается, что для каждой смешанной ячейки задаются объем-
ные доли (концентрации) компонентов, которые позволяют определять объемы, занимаемые ими в
ячейке. К тому же по полю объемных концентраций может быть определено положение КГ внутри
смешанной ячейки, которое используется в некоторых моделях.
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Данный подход позволяет моделировать состояния в смешанных ячейках, содержащих как смеси
компонентов, так и КГ между компонентами. Этот подход в приложении к КГ является объектом
исследований данной работы. Далее речь пойдет только о нем, поэтому не будем выделять его
особым названием.

При использовании смешанных ячеек для уравнений газодинамики необходимы дополнительные
замыкающие соотношения, которые по сути определяют внутриячеечные (подсеточные) движения
компонентов. Большинство известных моделей не требуют информации о положении КГ в ячейке,
достаточно знать об объемных (или массовых) концентрациях компонентов и их термодинамическом
состоянии [1—15]. Эти модели можно разделить на два класса по количеству вычислительных
этапов.

Первый класс основан на одноэтапном введении модели замыкания.
Известны следующие одноэтапные модели замыкания:
1) на основе равенства дивергенций компонентов [16] (модель 1);
2) на основе равенства давлений компонентов [17] (модель 2);
3) на основе равенства приращений давлений [9] (модель 3);
4) на основе равенства массовых скоростей компонентов после прохождения слабой волны [18]

(модель 4);
5) метод Делова, основанный на решении задачи о распаде разрыва в акустическом приближе-

нии [10] (модель 5);
6) метод Типтона [1] (модель 6).

Во втором (двухэтапном) классе моделей замыкания второй этап по сути является дополнением
к первому и заключается в том, что на нем осуществляется взаимодействие компонентов внутри
смешанной ячейки (так называемое подсеточное взаимодействие). Второй (подсеточный) этап был
введен в [18]. В этой работе на втором этапе осуществляется дополнительное выравнивание давлений
компонентов. Данный алгоритм применяется в моделях 3 и 4.

Все вышеуказанные модели (методы)* не используют данные о положении КГ внутри смешанной
ячейки. Однако имеются методы, в которых эта информация используется, один из них (IA-SSD)
описан в работе [14]. Подробное изложение данного метода с некоторыми дополнениями приведено в
работе [19]. В ней предложена двухэтапная модель, на первом этапе которой используется модель 1
на основе равенства дивергенций скорости компонентов. На втором этапе происходит движение КГ
между компонентами по нормали к ней под действием индивидуальных давлений компонентов с
учетом их реальных масс и расстояний между центрами масс. При этом положение КГ восстанав-
ливается по объемным концентрациям, а ее движение осуществляется на основе решения задачи
о распаде разрыва в акустическом приближении (фактически это обобщенный метод Делова из
работы [10]). Метод, разработанный на основе этой модели, довольно сложен для реализации и
имеет существенное ограничение в случае малых концентраций одного из компонентов (как и метод
Делова). Физически это связано с тем, что при расчете распада разрыва за временной шаг распро-
странение волн происходит на определенное расстояние, которое должно быть не больше размера
области, занимаемой каждым из компонентов. Так как выбор счетного шага осуществляется исхо-
дя из курантовского ограничения, то необходимое условие может быть нарушено, что приводит к
нефизичным результатам (например, отрицательному значению нового объема компонента). Для
устранения этого недостатка авторы работы [19] разработали дополнительные ограничители для
приращений объемов, что значительно усложняет алгоритмы метода.

Отметим одно общее свойство (вследствие принятых в моделях предположений) всех указанных
моделей замыкания. В них движение КГ (определенной или воображаемой) происходит по нормали
к КГ, по сути они являются одномерными и изотропными в том смысле, что сжатия (растяжения)
компонентов полагаются одинаковыми во всех направлениях. Данное свойство моделей вполне при-
менимо в большинстве приложений, однако имеются задачи (см. далее), в которых оно приводит к
существенной погрешности при численном моделировании.

*Далее будем употреблять термины модель и метод, зачастую не делая между ними разницы. Здесь надо иметь
в виду, что под методом понимается алгоритм, реализованный в виде программы, в основе которого лежит та или
иная физико-математическая модель.
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Анизотропная модель замыкания уравнений упругопластики многокомпонентной среды. . .

В работе [20] описана анизотропная модель замыкания ACM-1 (далее модель 7), являющаяся
дальнейшим развитием модели на основе равенства дивергенций скорости компонентов. Она обла-
дает всеми достоинствами моделей 3, 4, являющихся основными моделями методики ЭГАК [21, 22]
при моделировании течений, в которых приемлемо предположение об изотропности, и имеет суще-
ственное преимущество по сравнению с ними при моделировании более сложных течений. Однако в
модели 7 не полностью учитываются упругопластические свойства материалов из-за того, что в ней
используется лишь шаровая часть тензора напряжений. В настоящей работе предлагается модифи-
кация этой модели (модель 8), учитывающая упругопластические свойства материалов полностью
(с учетом полного тензора напряжений).

1. Исходные уравнения на лагранжевом этапе

Исходная система уравнений газодинамики, решаемая на лагранжевом этапе, имеет следующий
вид:

du

dt
= −1

ρ
∇p;

dρξ
dt

= −ρξ∇ · uξ;

dβξ
dt

= βξ (∇ · uξ −∇ · u) ; (1)

deξ
dt

= −
pξ
ρξ
∇ · uξ;

dr

dt
= u;

pξ = Pξ (ρξ, eξ) .

В случае упругопластических течений решается аналогичная система уравнений:

du

dt
=

1

ρ
∇T ;

dρξ
dt

= −ρξ∇ · uξ;

dβξ
dt

= βξ (∇ · uξ −∇ · u) ; (2)

deξ
dt

=
1

ρξ
Sp (TξDξ) ;

dr

dt
= u.

В системах уравнений (1) и (2) используются обозначения: r (x, y) — радиус-вектор; u = (ux, uy) —
скорость; ρ — плотность; T — тензор напряжений; D — тензор скоростей деформации; p — давле-
ние; e – удельная внутренняя энергия; β — объемная доля (концентрация) вещества (βξ = Vξ/V ).
Индекс ξ означает номер вещества (компонента); отметим также, что в выражении для дивергенции
скорости он относится не к скорости, а к дивергенции скорости в целом.

Тензор напряжений и тензор скоростей деформации имеют вид

T =


Txx Txy 0

Tyx Tyy 0

0 0 Tϕ

 ; D =


dxx dxy 0

dyx dyy 0

0 0 dϕ

 .
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Компоненты девиатора напряжений S = (Sxx, Syy, Sxy, Sϕ) определяются формулой

Sij = Tij + p.

Для компонентов среды определяются уравнения состояния

pξ = Pξ (ρξ, eξ)

и уравнения, выражающие зависимость девиатора напряжений от тензора скоростей деформации:

fξ (Sξ, Dξ) = 0. (3)

Конкретный вид формулы (3) определяется принятой моделью среды.
В методике ЭГАК используется метод расщепления по физическим процессам, в котором члены,

связанные с давлением, аппроксимируются на лагранжевом этапе, а члены, связанные с девиатором
напряжений, — на другом этапе вычислений.

В описываемой методике компонентами могут быть как различные материалы со своими уравне-
ниями состояния, так и вакуум, а также абсолютно твердое тело.

В разностной схеме методики скорость определена в узлах счетной сетки, а остальные величины
(плотность, энергия, элементы девиатора напряжений) — в центрах ячеек и для каждого компонента
в отдельности. Здесь необходимо иметь в виду, что при программной реализации в системе (1)
или (2) вместо давления используется сумма давления и искусственной (счетной) вязкости: q для
среды в целом и qξ для компонентов.

В системах уравнений (1) и (2) не определены следующие величины: среднее давление p, вяз-
кости компонентов, вязкость и компоненты девиатора напряжений для среды в целом, а также
дивергенции и тензор скоростей деформации для компонентов.

Искусственные вязкости определяются по формулам из работы [23].
Формулы для среднего давления, вязкости и девиатора напряжений имеют следующий вид:

pn+1/2 =
∑
ξ

βξλξp
n+1/2
ξ ; qn =

∑
ξ

βξλξq
n
ξ ; Sn =

∑
ξ

βξλξS
n
ξ ,

где коэффициент λξ определяется принятой моделью замыкания уравнений газодинамики [22].
Для определения дивергенций скорости компонентов необходимы замыкающие соотношения, яв-

ляющиеся следствием различных предположений относительно термодинамического состояния ком-
понентов в смешанных ячейках. Реализованные в методике модели замыкания описаны в работе [22].

2. Анизотропная модель замыкания

Рис. 1. Два случая расположения КГ по отношению
к движению волны: перпендикулярно (а) и вдоль (б)

2.1. Идея и основы модели. Рассмотрим
два предельных случая расположения КГ по от-
ношению к движению волны (ударной, упругой
и др.), на которой происходит сжатие или рас-
тяжение ячеек, т. е. имеет место ненулевая ди-
вергенция скорости (рис. 1). Заметим, что толь-
ко в этом случае на первом этапе модели замы-
кания происходит перераспределение общей ди-
вергенции скорости в ячейке между компонен-
тами. Что касается второго этапа модели, то на
нем осуществляется взаимодействие между ком-
понентами, если они находятся в неравновесном
состоянии, без обязательного условия наличия
ненулевой дивергенции скорости.
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В первом случае (см. рис. 1, а) движение происходит по нормали к КГ, поэтому здесь пригодны
все вышеуказанные модели 1—6, каждая со своей точностью. Сразу отметим, что, как показано
в работах [9, 11, 18], наименьшей точностью среди всех моделей в этом случае обладает модель 1,
основанная на равенстве сжимаемостей компонентов. Кроме того, в этих работах показано, что
наиболее приемлемой по совокупности результатов расчетов большого количества задач является
модель 4, основанная на предположении о равенстве массовых скоростей компонентов после про-
хождения слабой волны.

Во втором случае (см. рис. 1, б) основное движение происходит вдоль КГ, а в поперечном направ-
лении оно незначительно, поэтому носит вспомогательный характер. Это означает, что сжатия или
растяжения компонентов происходят в тангенциальном к КГ направлении. Таким образом, в этом
случае более корректным может стать использование модели с равенством сжимаемостей компонен-
тов, т. е. модели 1. Действительно, расчеты показывают, что, например, для упругопластической
среды модель 1 обеспечивает хорошую точность, в то время как, применяя модели 2—4, можно
получить значительную погрешность.

Таким образом, для обеспечения приемлемой точности моделирования двух разных типов течений
(в разных направлениях относительно КГ) должны использоваться разные замыкающие соотноше-
ния. Для этого предлагается следующая двухэтапная модель.

На первом этапе в любой смешанной ячейке осуществляется движение среды в целом, в кото-
ром все ее неоднородности (в том числе КГ) полагаются вмороженными. Условие вмороженности
на этом этапе с точки зрения замыкания в первом приближении означает равенство дивергенций
скорости компонентов. Второй этап — релаксация давления (и напряжений) на фоне такого дви-
жения. В работе [19] для этого используется решение задачи Римана в акустическом приближении
(данный подход ранее был реализован в работе [10]), при этом решение не зависит от положения
КГ относительно общего движения. В настоящей работе вместо решения задачи Римана предлага-
ется использовать алгоритм выравнивания давлений компонентов из работы [18], при этом степень
выравнивания предлагается сделать зависимой от взаимной ориентации направлений движения сре-
ды и КГ. В частном случае движения по нормали к КГ релаксация давления наибольшая, а при
движении вдоль КГ вообще отсутствует.

2.2. Описание метода замыкания. Новая модель замыкания реализована на основе метода
замыкания из работы [20]. Далее дано описание этого метода (метод 7) и его модификации для
упругопластики, реализованной в настоящей работе.

В методе 7 расчет дивергенций скорости компонентов на временном шаге выполняется в два
этапа, и общая дивергенция скорости представляется как сумма дивергенций скорости, полученных
на этих двух этапах:

(∇ · u)ξ = (∇ · u)ξ1 + (∇ · u)ξ2 .

Здесь (∇ · u)ξ1 — дивергенция скорости компонента ξ на первом этапе, и она равна полной дивер-
генции скорости смешанной ячейки в соответствии с моделью замыкания 1 (равенство дивергенций
скорости компонентов):

(∇ · u)ξ1 = ∇ · u.
На втором этапе происходит релаксация давлений компонентов в смешанных ячейках. При этом

для сохранения объема ячеек и их внутренней энергии накладывается условие, чтобы на втором эта-
пе в ячейке оставались неизменными дивергенции скорости. Выравнивание давлений компонентов
осуществляется за счет вычисления дополнительных дивергенций скорости компонентов (∇ · u)ξ2
по формуле

(∇ · u)ξ2 = −
∆pξ
τρξc

2
ξ

, (4)

где ∆pξ определяется выражением
∆pξ = A

cτ

h
(p− pξ) , (5)

в котором p — среднее давление в смешанной ячейке. При получении выражения (4) использовалось
известное в адиабатическом приближении соотношение ∆p/∆t = −ρc2∇ · u.
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Множитель cτ/h в (5), равный отношению временного шага к характерному для данной сме-
шанной ячейки времени выравнивания давлений h/c, определяет долю от разницы в давлениях
компонентов, на которую произойдет выравнивание давлений компонентов за один временной шаг.

Для анизотропной модели замыкания коэффициент выравнивания давлений A зависит от вза-
имной ориентации направлений движения среды и КГ. Для этого общую дивергенцию скорости
разделяем на две составляющие ∇ · uτ и ∇ · un, получающиеся разложением скорости на две ком-
поненты — вдоль КГ и по нормали к ней. Далее полагаем

A = A0
∇ · un
∇ · u

,

где A0 — некоторая константа.
В случае движения по нормали к КГ (см. рис. 1, а) ∇ · un = ∇ · u и коэффициент выравнивания

давлений A = A0, т. е. в этом случае релаксация давлений наибольшая. При движении вдоль КГ
(см. рис. 1, б) ∇·un = 0 и коэффициент выравнивания давлений A = 0, т. е. выравнивание давлений
полностью отсутствует и работает только первый этап метода замыкания.

Коэффициент A0 = 1 определен по результатам тестовых расчетов в работе [20].
При учете упругопластических свойств материалов в формуле (5) вместо шаровой части тензора

напряжений (давления) используется сумма его шаровой и девиаторной составляющих. С учетом
того, что давление действует по нормали к КГ, сначала необходимо осуществить перевод девиатора
напряжений в новую систему координат (x′, y′), связанную с КГ: Sxx Sxy

Syx Syy

→
 Sx′x′ Sx′y′

Sy′x′ Sy′y′

 .

В новой системе координат полагаем ось OY ′ перпендикулярной КГ, а ось OX ′ — совпадающей с
КГ. Тогда формула (5) принимает следующий вид:

∆pξ = A
cτ

h

[
p− Sy′y′ − pξ +

(
Sy′y′

)
ξ

]
.

В остальном модель 7 остается без изменений, в том числе для ячеек, содержащих вакуум.
В заключение раздела покажем, что при использовании предлагаемого метода дивергенция ско-

рости для всей ячейки остается неизменной:∑
βξ (∇ · u)ξ =

∑
βξ

[
(∇ · u)ξ1 + (∇ · u)ξ2

]
=
∑

βξ

[
(∇ · u) + (∇ · u)ξ2

]
=

= (∇ · u)
∑

βξ +
∑

βξ (∇ · u)ξ2 = ∇ · u +
∑

βξ
∆Vξ2
Vξ

= ∇ · u +
∑ ∆Vξ2

V
= ∇ · u + 0 = ∇ · u.

3. Тестовые расчеты

В данном разделе рассматриваются две одномерные и одна двумерная задачи, имеющие точные
решения. Использованные в расчетах модели (методы) замыкания приведены в табл. 1.

3.1. Задача Сода (задача 1). В этой газодинамической задаче, описанной в работе [24], име-
ются два идеальных газа со следующими начальными данными (e — удельная внутренняя энергия):

(γ, ρ, e, p, u) =

 (1,4; 1; 2,5; 1; 0) , 0 ≤ x ≤ 0,5;

(1,4; 0,125; 2; 0,1; 0) , 0,5 < x ≤ 1.

В расчетах используются два компонента с указанными параметрами и пространственными разме-
рами; в подобласти 0 ≤ x ≤ 0,5 газ описывается как компонент 1, в подобласти 0,5 < x ≤ 1 — как
компонент 2. Расчеты проведены на сетках со 100, 200, 400 и 800 ячейками.
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Таблица 1
Методы замыкания, использованные в расчетах

Номер метода Описание
замыкания

4 Равенство приращений скорости компонентов + алгоритм релаксации давлений (основной
метод в ЭГАК)

1 Одинаковая сжимаемость компонентов (первая часть анизотропной модели)
7 Анизотропная модель замыкания без учета девиатора напряжений
8 Анизотропная модель замыкания с учетом полного тензора напряжений

В табл. 2 приводятся точные и расчетные значения основных величин в смешанных ячейках, по-
лученные по разным методам замыкания. На рис. 2 приводятся графики зависимостей абсолютной
погрешности в норме L1 от h. Видно, что метод 8 (в этой задаче он совпадает с методом 7, кроме
того, коэффициент A = 1) дает результат, по точности близкий к методу 4. Отметим, что метод 1
без алгоритма релаксации давлений дает худший результат.

Таблица 2
Задача 1. Точные и расчетные значения основных величин в смешанных ячейках на сетке с
800 ячейками

Метод решения p1 p2 ρ1 ρ2 e1 e2

Точное решение 0,303 0,303 0,426 0,266 1,778 2,853
Чистые ячейки 0,303 0,303 0,423 0,257 1,792 2,953
Метод 1 0,551 0,055 0,652 0,082 2,113 1,690
Метод 8 (метод 7) 0,303 0,303 0,391 0,245 1,938 3,090
Метод 4 0,303 0,303 0,391 0,248 1,940 3,060

Рис. 2. Задача 1. Зависимости абсолютной погрешности в норме L1 от h: а — чистые ячейки; б — метод 4;
в — метод 1; г — метод 8; —◦— давление; —�— плотность; —♦— энергия; —4— скорость
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Рис. 3. Геометрия задачи 2

3.2. Цилиндрическая задача Блэка (задача 2). Для этой
осесимметричной одномерной упругопластической задачи, сфор-
мулированной в работах [25, 26], существует несколько постано-
вок. Представленная ниже постановка взята из работы [27]. Гео-
метрия задачи приведена на рис. 3.

В области 2, ограниченной радиусами R1 = 10 см и R2 =
= 100 см, находится абсолютно упругое вещество с плотностью
ρ0 = 3 г/см3 и уравнением состояния в форме Ми—Грюнайзена
со следующими параметрами: скорость звука c0 = 3,7265 км/с;
безразмерный параметр n0 = 7; коэффициент Грюнайзена Г0 =
= 1,0001; откольное давленеие p0 = −108 ГПа. Параметры для
упругопластической модели: предел текучести Y0 = 1 · 108 ГПа;
модуль сдвига G0 = 25ГПа; модуль объемного сжатия K0 =
= 41,66ГПа; коэффициент Пуассона ν0 = 0,25. Такие большие
значения p0 и Y0 для основного вещества задаются для того, что-
бы деформации оставались в упругой области.

В области 1, ограниченной осью координат и радиусом R1 = 10, находится вещество с плотностью
ρ0 = 3 г/см3 и постоянными давлением p0 = 0,001ГПа и скоростью звука c0 = 3,7265 км/с.

Граничные условия — жесткие стенки.
В задаче происходит распространение упругой волны по первому веществу (со стороны второго

вещества). Задача имеет аналитическое решение, что позволяет на определенный момент времени
сравнивать распределения давления и напряжений.

Все расчеты проводились в лагранжевых координатах на равномерной сетке. Проведена серия
расчетов на сходимость с измельчением счетной сетки (число ячеек по радиусу N = 100, 200, 400).
Во всех расчетах на начальный момент времени задавался один слой смешанных ячеек так, что
вещества делили такие ячейки поровну.

На рис. 4 приведены профили радиальных напряжений в зависимости от радиуса, полученные
с двумя методами замыкания, в сравнении с точным решением. На рис. 5 представлены графики
погрешностей величин в норме L1. Из этих рисунков видно, что метод 8 (в этой задаче коэффициент
A = 1) дает более точный результат по сравнению с методом 4.

3.3. Задача о распространении упругих волн в пластине (задача 3). Рассматривает-
ся двумерная задача распространения упругих волн в пластине (задача сформулирована и решена
А. А. Краюхиным в работе [28]). Летящий со скоростью V0 = 0,01 км/с ударник из титана длиной
L = 10 см ударяется о жесткую стенку. При этом в ударнике возникает упругая волна, распро-

Рис. 4. Задача 2. Syy (R)-зависимости: а — метод 8, б — метод 4; N = 100; N = 200; N = 400;
точное решение
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Рис. 5. Задача 2. Погрешности давления (а) и радиальных напряжений (б) в норме L1: 1 — метод 4; 2 —
метод 8

страняющаяся по направлению к его тыльной
поверхности. По результатам расчетов опреде-
лялась скорость волны. На рис. 6 схематично
изображена начальная геометрия задачи.

Расчеты проводились на неподвижной квад-
ратной сетке с размером счетной ячейки h =
= 0,2 см. В расчетах ударник двигался в воздухе.
Счетная сетка строилась таким образом, чтобы
вокруг ударника на начальный момент времени
были смешанные ячейки, содержащие воздух и
титан в пропорции 1 : 1.

Также были проведены расчеты на косой сет-
ке. Картина поля концентраций и фрагмент
счетной сетки для данного расчета приведены на
рис. 7.

Рис. 6. Геометрия задачи 3

Для описания воздуха использовалось уравнение состояния идеального газа при следующих на-
чальных условиях: e0 = 0; p0 = 0; ρ0 = 1,3·10−3 г/см3. Для смешанных ячеек, содержащих вещества
ударника и воздуха, использовались методы замыкания из табл. 1. Во всех расчетах на толщину
пластины приходилось 5 счетных ячеек (N = 5), расчетная сетка строилась таким образом, что-
бы на боковых поверхностях ударника на начальный момент времени присутствовали смешанные
ячейки (объемные концентрации компонентов равны 0,5).

Рис. 7. Задача 3. Картина объемных концентраций в расчете на косой сетке
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Для описания титана использовались уравнение состояния в форме Ми—Грюнайзена, откольный
критерий разрушения и модель упругопластичности Джонсона—Кука с параметрами из табл. 3, 4.

Для определения скорости продольной волны в работе [28] предложен следующий способ. Пред-
положим, что в процессе распространения упругой волны ее фронт не "размазывается". Из-за того,
что имеет место удар по жесткой стенке, скорость материала ударника за фронтом волны долж-
на равняться нулю. Поэтому темп уменьшения скорости центра масс ударника можно связать со
скоростью распространения упругой волны.

Рис. 8. Задача 3. Зависимость скорости центра масс
пластины от времени в расчете c чистыми ячейками

Рис. 9. Задача 3. Зависимости скорости центра масс
пластины от времени в расчетах на прямоугольной счет-
ной сетке с различными условиями замыкания: —– —
метод 8; • • • — метод 7; — — — метод 4; — ··— — теория

На рис. 8 приведена зависимость скоро-
сти центра масс ударника от времени в рас-
чете с воздухом без смешанных ячеек. От-
метим, что в этой задаче сжатия в попереч-
ном направлении незначительны, поэтому за
все время движения упругой волны по удар-
нику смешанные ячейки не образуются. Об-
работка данных, представленных в виде гра-
фика на рис. 8, показывает, что эта зави-
симость хорошо аппроксимируется линейной
функцией (u = −0, 0052t + 0,01). Это значит,
что скорость распространения упругой вол-
ны постоянна. Время прохождения упругой
волны вдоль всего ударника составляет t =
= 0,01/0,0052 = 1,92 ·10мкс. При достижении
этого момента времени скорость центра масс
ударника становится равной нулю. Зная на-
чальную длину ударника, можно вычислить
скорость продольной волны: cw = L/T =
= 5,2 км/с. Погрешностью, связанной с пе-
ремещением заднего торца ударника, можно
пренебречь из-за малости массовой скорости
материала по сравнению с волновой. Полу-
ченное расчетное значение скорости продоль-
ной волны хорошо согласуется с ее теорети-
ческим значением cw = 5,3км/с для плоской
геометрии и 5,02 для цилиндрической [28].

На рис. 9 приведены зависимости скорости
центра масс пластины от времени, полу-
ченные в расчетах с плоской геометрией на
прямоугольной сетке с различными условия-

Таблица 3
Задача 3. Параметры уравнения состояния Ми—Грюнайзена

Материал ρ0, г/см3 c0, км/с n Γ pотк, ГПа
Титан 4,5 4,842 3,4243 1,18 −1,8

Таблица 4
Задача 3. Параметры модели Джонсона—Кука

Материал Y0, ГПа b, ГПа k c m cV , кДж/(г·К) Tm, K G, ГПа ν

Титан 1,098 1,092 0,93 0,014 1,1 580 · 10−6 1 878 43 0,32

– 12 –
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ми замыкания. В табл. 5 приведены значения скорости продольной волны cw, полученные в подоб-
ных расчетах.

На рис. 10 приведены зависимости скорости центра масс пластины cw от времени, полученные на
косой сетке с различными условиями замыкания (плоский случай).

На рис. 11 приведены зависимости скорости центра масс пластины от времени в расчетах с ци-
линдрической геометрией на прямоугольной счетной сетке с различными условиями замыкания. В
табл. 6 приведены значения скорости cw, полученные в подобных расчетах.

Из табл. 5 видно, что метод 8 дает наиболее точное значение cw в задаче с плоской геометрией.
Аналогично из табл. 6 видно, что метод 8 дает наиболее точное значение cw и в задаче с цилиндричес-

Рис. 10. Задача 3. Зависимости скорости центра масс
пластины от времени, полученные на косой счетной
сетке с различными условиями замыкания (плоский
случай): ··· — метод 7; – – – — метод 4; — метод 8;
— ·— — теория

Рис. 11. Задача 3. Зависимости скорости центра
масс пластины от времени в расчетах с цилиндри-
ческой геометрией на прямоугольной счетной сетке
с различными условиями замыкания: · · · — метод 7;

— метод 8; — ·— — теория

Таблица 5
Задача 3. Расчетные значения скорости продольной упругой волны cw в пластине (плоский
случай)

Метод замыкания, тип сетки Расчет, км/с Погрешность, % Теория, км/с
Метод 1, прямоугольная сетка 5,38 +1,51
Метод 4, прямоугольная сетка 4,7 −11,32
Метод 7, прямоугольная сетка 5,13 −3,21
Метод 8, прямоугольная сетка 5,26 −0,75 5,3
Метод 1, косая сетка 5,26 −0,75
Метод 4, косая сетка 4,92 −7,17
Метод 7, косая сетка 5,18 −2,26
Метод 8, косая сетка 5,26 −0,75

Таблица 6
Задача 3. Расчетные значения скорости продольной упругой волны cw в пластине (цилиндри-
ческий случай)

Номер метода замыкания Расчет, км/с Погрешность, % Теория, км/с
1 5,0 −0,4
4 4,43 −11,75

5,027 4,8 −4,38
8 4,94 −1,59
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кой геометрией, за исключением метода 1 (который является идеальным для этой задачи). Однако
метод 1 оказывается наиболее неточным в других задачах (см. подразд. 3.1 и [29]). Таким образом,
метод 8 может быть рекомендован в качестве универсального метода для упругопластических задач.

Заключение

В работе предложен новый анизотропный метод замыкания уравнений упругопластики в сме-
шанных ячейках, который является модификацией ранее разработанного авторами анизотропного
метода ACM-1. В случае газодинамических течений новый метод совпадает с методом АСМ-1 и
результаты расчетов будут идентичны. Отличия имеются лишь при моделировании упругопласти-
ческих течений.

В работе проведены численные исследования нового метода в сравнении с другими методами
замыкания. Из результатов моделирования видно, что новый метод дает наиболее точный результат
в упругопластических задачах и близкий к лучшим методам результат в газодинамических задачах,
поэтому он может быть рекомендован в качестве универсального метода для расчетов двумерных
газодинамических и упругопластических задач.

Список литературы

1. Tipton R. CALE Mixed Zone Pressure Relaxation. Technical Report. Lawrence Livermore National
Laboratory, 1989.

2. Miller D., Zimmerman G. An Algorithm for Time Evolving Volume Fractions in Mixed Zones
in Lagrangian Hydrodynamics Calculations. Technical Report UCRL-PRES-223908. Lawrence
Livermore National Laboratory, 2006.

3. Baer M., Nunziato J. A two-phase mixture theory for the deflagration-to-detonation transition (ddt)
in reactive granular materials // Int. J. Multiphase Flow. 1986. Vol. 12. P. 861—889.

4. Murrone A., Guillard H. A five equation reduced model for compressible two phase flow problems //
J. Comp. Phys. 2005. Vol. 202. P. 664—698.

5. Kamm J., Shashkov M., Fung J., Harrison A., Canfield T. A comparative study of various pressure
relaxation closure models for one-dimensional two-material Lagrangian hydrodynamics // Int. J.
Numer. Meth. Fluids. 2010. Vol. 65(11—12). P. 1311—1324.

6. Shashkov M. Closure models for multimaterial cells in arbitrary Lagrangian-Eulerian hydrocodes //
Ibid. 2007. Vol. 56. P. 1497—1504.

7. Francois M., Shashkov M., Dendy E., Lowrie R. Mixture Models for Multimaterial Eulerian and
Lagrangian Hydrocodes. Technical Report LAUR-10-03391. Los Alamos National Laboratory, 2010.

8. Yanilkin Yu., Goncharov E., Kolobyanin V., Sadchikov V., Kamm J., Shashkov M., Rider W. Malti-
material pressure relaxation methods for Lagrangian hydrodynamics // Computers & Fluids. 2013.
Vol. 83. P. 137—143.

9. Bondarenko Yu., Yanilkin Yu. Computation of the thermodynamic parameters in the mixed cells
in gas dynamics // Mathematical Modeling. 2002. Vol. 14. P. 63—81.

10. Делов В. И., Садчиков В. В. Сравнение некоторых моделей для расчета термодинамических
параметров неоднородных по составу лагранжевых ячеек // Вопросы атомной науки и техни-
ки. Сер. Математическое моделирование физических процессов. 2005. Вып. 1. С. 57—70.
Delov V. I., Sadchikov V. V. Sravnenie nekotorykh modeley dlya raschyeta termodinamicheskikh
parametrov neodnorodnykh po sostavu lagranzhevykh yacheek // Voprosy atomnoy nauki i tekhniki.
Ser. Matematicheskoe modelirovanie fizicheskikh protsessov. 2005. Vyp. 1. S. 57—70.

11. Гончаров Е. А., Янилкин Ю. В. Новый метод расчета термодинамического состояния веществ
в смешанных ячейках // Там же. 2004. Вып. 3. С. 16—30.
Goncharov E. A., Yanilkin Yu. V. Novyy metod raschyeta termodinamicheskogo sostoyaniya ve-
shchestv v smeshannykh yacheykakh // Tam zhe. 2004. Vyp. 3. S. 16—30.

– 14 –



Анизотропная модель замыкания уравнений упругопластики многокомпонентной среды. . .

12. Barlow A. A. New Lagrangian scheme for multimaterial cells // Proc. ECCOMAS Computational
Fluid Dynamics Conference. Swansea, Wales, U.K., 2001. P. 235—294.

13. Despres B., Lagoutiere F. Numerical solution of two-component compressible fluid model with
interfaces // Progress in Computational Fluid Dynamics. 2007. Vol. 7. P. 295—310.

14. Hill R. N., Barlow A., Shashkov M. Interface-aware sub-scale dynamics closure model. Technical
Report LAUR-12-21959. Los Alamos National Laboratory, 2012.

15. Grove J. W. Pressure-velocity equilibrium hydrodynamic models // Acta Mathematica Scientia.
2010. Vol. 30B(2). P. 563—594.

16. Бахрах С. М., Спиридонов В. Ф., Шанин А. А. Метод расчета двумерных осесимметричных
газодинамических течений неоднородной среды в лагранжево-эйлеровых переменных // Докл.
АН СССР. 1984. Т. 276, № 4. С. 829—833.
Bakhrakh S. M. Spiridonov V. F., Shanin A. A. Metod raschyeta dvumernykh osesimmetrichnykh
gazodinamicheskikh techeniy neodnorodnoy sredy v lagranzhevo-eylerovykh peremennykh // Dokl.
AN SSSS. 1984. T. 276, № 4. S. 829—833.

17. Харлоу Ф. Х. Численный метод частиц в ячейках для задач гидродинамики // Вычислитель-
ные методы в гидродинамике. М.: Мир, 1967.
Kharlou F. Kh. Chislennyy metod chastits v yacheykakh dlya zadach gidrodinamiki // Vychislitelnye
metody v gidrodinamike. M.: Mir, 1967.

18. Гончаров Е. А., Колобянин В. Ю., Янилкин Ю. В. Метод замыкания уравнений лагранжевой
газодинамики в смешанных ячейках, основанный на равенстве скоростей компонентов // Во-
просы атомной науки и техники. Сер. Математическое моделирование физических процессов.
2006. Вып. 4. С. 100—105.
Goncharov E. A., Kolobyanin V. Yu., Yanilkin Yu. V. Metod zamykaniya uravneniy lagranzhevoy
gazodinamiki v smeshannykh yacheykakh, osnovannyy na ravenstve skorostey komponentov //
Voprosy atomnoy nauki i tekhniki. Ser. Matematicheskoe modelirovanie fizicheskikh protsessov.
2006. Vyp. 4. S. 100—105.

19. Barlow A., Ryan Hill, Shashkov M. Constrained optimization framework for interface-aware sub-
scale dynamics closure model for multimaterial cells in Lagrangian and arbitrary Lagrangian-
Eulerian hydrodynamics // J. Comp. Phys. 2014. Vol. 276, P. 92—135.

20. Янилкин Ю. В., Топорова О. О., Колобянин В. Ю. Анизотропная модель замыкания в сме-
шанных ячейках // Математическое моделирование. 2017. Т. 29, № 8. С. 44—58.
Yanilkin Yu. V., Toporova O. O., Kolobyanin V. Yu. Anizotropnaya model zamykaniya v smeshan-
nykh yacheykakh // Matematicheskoe modelirovanie. 2017. T. 29, № 8. S. 44—58.

21. Янилкин Ю. В., Беляев С. П., Бондаренко Ю. А., Гаврилова Е. С., Гончаров Е. А., Горбен-
ко А. Д., Городничев А. В., Губков Е. В., Гужова А. Р., Дегтяренко Л. И., Жарова Г. В.,
Колобянин В. Ю., Софронов В. Н., Стадник А. Л., Ховрин Н. А., Чернышова О. Н., Чистя-
кова И. Н., Шемяков В. Н. Эйлеровы численные методики ЭГАК и ТРЭК для моделирования
многомерных течений многокомпонентной среды // Труды РФЯЦ-ВНИИЭФ. 2008. Вып. 12.
С. 54—65.
Yanilkin Yu. V., Belyaev S. P., Bondarenko Yu. A. Gavrilova E. S., Goncharov E. A., Gorben-
ko A. D., Gorodnichev A. V., Gubkov E. V., Guzhova A. R., Degtyarenko L. I., Zharova G. V., Kolo-
byanin V. Yu., Sofronov V. N., Stadnik A. L., Khovrin N. A., Chernyshova O. N., Chistyakova I. N.,
Shemyakov V. N. Eylerovy chislennye metodiki EGAK i TREK dlya modelirovaniya mnogomernykh
techeniy mnogokomponentnoy sredy // Trudy RFYaTs-VNIIEF. 2008. Vyp. 12. S. 54—65.

22. Янилкин Ю. В. Модели замыкания уравнений лагранжевой газодинамики и упругопластики
в многокомпонентных ячейках. Часть 1. Изотропные модели // Вопросы атомной науки и
техники. Сер. Математическое моделирование физических процессов. 2017. Вып. 3. С. 3—21.
Yanilkin Yu. V. Modeli zamykaniya uravneniy gazodinamiki i uprugoplastiki v mnogokomponent-
nykh yacheykakh. Chast 1. Izotropnye modeli // Voprosy atomnoy nauki i tekhniki. Ser. Matemati-
cheskoe modelirovanie fizicheskikh protsessov. 2017. Vyp. 3. S. 3—21.

– 15 –



А. Л. Стадник, Ю. В. Янилкин, О. О. Топорова

23. Гончаров Е. А., Колобянин В. Ю., Янилкин Ю. В. Об определении искусственной вязкости для
компонентов смешанных ячеек // Вопросы атомной науки и техники. Сер. Математическое
моделирование физических процессов. 2010. Вып. 2. С. 15—29.
Goncharov E. A., Kolobyanin V. Yu., Yanilkin Yu. V. Ob opredelenii iskusstvennoy vyazkosti dlya
komponentov smeshannykh yacheek // Voprosy atomnoy nauki i tekhniki. Ser. Matematicheskoe
modelirovanie fizicheskikh protsessov. 2010. Vyp. 2. S. 15—29.

24. Sod G. A survey of several finite difference methods for systems of nonlinear hyperbolic conservation
laws // J. Comp. Phys. 1978. Vol. 27. P. 1—31.

25. Sharpe J. A. The production of elastic waves by explosion pressures. I. Theory and empirical field
observations // Geophysics. 1942. Vol. 7. P. 144—154.

26. Blake F. G. Spherical wave propagation in solid media // J. Acous. Soc. 1952. Am. 24. P. 211—215.

27. Brock J. S. Blake Test Problem Parameters. Technical Report LAUR-08-3005. Los Alamos National
Laboratory.

28. Краюхин А. А., Стадник А. Л., Янилкин Ю. В. Нестационарные задачи для тестирования
упругопластических методик // Вопросы атомной науки и техники. Сер. Математическое
моделирование физических процессов. 2016. Вып. 2. С. 17—30.
Krayukhin A. A., Stadnik A. L., Yanilkin Yu. V. Nestatsionarnye zadachi dlya testirovaniya uprugo-
plasticheskikh metodik // Voprosy atomnoy nauki i tekhniki. Ser. Matematicheskoe modelirovanie
fizicheskikh protsessov. 2016. Vyp. 2. S. 17—30.

29. Янилкин Ю. В., Бондаренко Ю. А., Гончаров Е. А., Гужова А. Р., Колобянин В. Ю., Софро-
нов В. Н., Стаценко В. П. Тесты для гидрокодов, моделирующих ударно-волновые течения в
многокомпонентных средах. Т. 2. Упругопластика, детонация, теплопроводность, магнитная
гидродинамика. Саров: РФЯЦ-ВНИИЭФ. 2018.
Yanilkin Yu. V., Bondarenko Yu. A., Goncharov E. A., Guzhova A. R., Kolobyanin V. Yu.,
Sofronov V. N., Statsenko V. P. Testy gidrokodov, modeliruyushchikh udarnovolnovye techeniya
v mnogokomponentnykh sredakh. T. 2. Uprugoplastics, detonatsiya, teploprovodnost, magnitnaya
gidrodinamika. Sarov: RFYaTs-VNIIEF. 2018.

Статья поступила в редакцию 24.04.23.



ВАНТ, сер. Математическое моделирование физических процессов. 2023. Вып. 4

УДК 519.6

СРАВНЕНИЕ WPH И DISPH МЕТОДОВ ЧАСТИЦ
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ НЕУСТОЙЧИВОСТЕЙ

Ф. А. Сапожников, В. С. Рыкованов
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИТФ им. академ. Е. И. Забабахина",

г. Снежинск Челябинской области)

Сравниваются два метода частиц — WPH и DISPH — на задачах, в которых происхо-
дят зарождение и рост неустойчивостей. Для определения вносимых методами погреш-
ностей рассчитываются тестовые задачи, имеющие аналитическое решение. Для моде-
лирования статического равновесия используется тест "Перенос куба", для динамиче-
ского равновесия — тест "Вихрь Грешо—Чена". Проводится моделирование неустой-
чивости Рэлея—Тейлора в трехмерной постановке α-Group и расширенной постанов-
ке, вычисляется коэффициент скорости роста пузырей. Проводится моделирование
неустойчивости Кельвина—Гельмгольца с одномодовым и многомодовым возмущени-
ем в двумерной и трехмерной постановках. Вычисляется коэффициент скорости роста
зоны перемешивания. Для моделирования неустойчивости Рихтмайера—Мешкова вы-
брана задача "Обратный шеврон", имеющая экспериментальные результаты. Во всех
тестах, рассчитанных по методу WPH, получается меньшая ошибка и счет выполня-
ется быстрее, чем по DISPH. Делается вывод о целесообразности применения метода
WPH для моделировании задач, требующих описания роста неустойчивостей.

Ключевые слова: гидродинамика сглаженных частиц, метод SPH, гидродина-
мика взвешенных частиц, метод WPH, программа "Молох", вихрь Грешо—Чена,
неустойчивость Рэлея—Тейлора, неустойчивость Кельвина—Гельмгольца, неустойчи-
вость Рихтмайера—Мешкова.

Введение

В работе [1] было проведено сравнение двух разновидностей метода сглаженных частиц (SPH) —
WPH и DISPH — при решении задач с ударными волнами. Настоящая статья является продолже-
нием и посвящена сравнению этих методов на задачах расчета неустойчивостей.

Развитие неустойчивости — это достаточно сложный процесс, на который сильное влияние ока-
зывают численные ошибки методики счета. Для определения вносимых методами погрешностей
необходимо выполнить тесты, которые имеют аналитическое решение.

Тест на статическое равновесие "Перенос куба" показывает, как влияет метод на результат равно-
мерного переноса образца, находящегося в равновесии, сквозь моделируемое пространство. Тест на
динамическое равновесие "Вихрь Грешо—Чена" позволяет определить степень влияния численной
вязкости.

Показательным тестом при моделировании неустойчивости Рэлея—Тейлора является трехмер-
ная (3D) постановка α-Group. Расчеты с различным числом частиц позволяют определить коэф-
фициент скорости роста пузырей, значения которого можно сравнить с полученными по другим
методикам.

Для моделирования неустойчивости Кельвина—Гельмгольца необходимо рассмотреть как одномо-
довое, так и многомодовое возмущение, накладываемое на границу двух веществ, в двумерной (2D)
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и 3D постановках. Критерием оценки правильности счета будет служить близость к результа-
там других программ зависимости от времени максимальной плотности кинетической энергии в
y-направлении и коэффициента скорости роста зоны перемешивания.

Для моделирования неустойчивости Рихтмайера—Мешкова показательным тестом является за-
дача "Обратный шеврон", имеющая экспериментальные данные.

Вывод о целесообразности применения того или иного метода при моделировании задач с неустой-
чивостями будет сделан по близости к эталонному решению и скорости счета.

Результаты расчетов

В программном комплексе "Молох" [2] реализован 3D метод частиц, т. е. используется 3D (сфе-
рическое) ядро, а именно Wendland C4 [3]. Поэтому, для счета задач в одномерной (1D) и 2D по-
становках необходимо использовать 3D образцы, правда, можно уменьшить их линейные размеры
по "второстепенным" направлениям. Везде, где не определено иное, используются периодические
граничные условия.

Исследование влияния способа расстановки частиц и нахождение оптимального с точки зрения
точности описания среды приведены в [4], где показано, что частицы, расставленные в узлах гране-
центрированной кубической (ГЦК) решетки, дают наименьшую ошибку описания среды. Поэтому
в тестах начальная расстановка частиц выполняется с использованием шаблона ГЦК решетки.

Тест на статическое равновесие "Перенос куба" (тест 1). Этот тест показывает, как влияют
ошибки разностной схемы и самой формулировки метода частиц на решение задачи. Аналитическое
решение данного теста — начальное состояние [4].

Рассчитывается образец с размерами L × L × L, где L = 1м. Количество частиц 64 × 64 × 64
(всего 262 144). Давление 2,5Па; плотность 1 кг/м3. В области L/4 ≤ x, y, z ≤ 3L/4 плотность равна
4 кг/м3. Уравнение состояния (УРС) — для идеального газа с γ = 1,4. Ядро содержит 180 соседей.
Время счета — 10 с.

Было рассмотрено два случая: система покоится и система движется как единое целое со скоро-
стью vx = 142,3м/с, vy = 31,4м/с, vz = 7,7м/с при заданных периодических граничных условиях.
За время t = 10 с система пройдет около 1 000 своих длин и придет в начальное положение. Так
как образец по построению находится в гидростатическом равновесии, то с точки зрения физики
изменений не должно происходить, любые отклонения от начальной формы суть ошибки метода.

Неподвижная система выявляет влияние самой схемы на решение, а при движении будет опреде-
ляться наличие галилеевской инвариантности.

На рис. 1, а показано начальное расположение частиц. Выбор формы области с высокой плотно-
стью — куба — обусловлен попыткой выявить влияние частиц. Применение SPH-метода в класси-
ческой формулировке [5, appendix F1] приводит к деформации куба в шар. Движение системы как

Рис. 1. Тест 1. Начальная расстановка частиц (а) и плотность на неподвижной сетке [5] при t = 0 (б ) и
t = 10 с (в)
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целого может привести к размытию высокоплотной области (рис. 1, б ), как произошло с сеткой в
работе [5].

На рис. 2 показаны результаты счета по методам WPH и DISPH. Оба метода сохранили исход-
ную ГЦК решетку частиц. При использовании WPH перенос куба произошел без изменений, тогда
как при DISPH размазались границы. Это можно объяснить, во-первых, наличием в DISPH им-
манентной ошибки нулевого порядка сходимости (так называемая E0-ошибка). Она означает, что
если даже частицы имеют равное давление, то все равно присутствуют результирующие силы, дей-
ствующие на них, особенно когда расположение частиц не является полностью симметричным, что
наблюдается на границе сред с различными плотностями. Во-вторых, в DISPH реализована искус-
ственная теплопроводность, которая, стабилизируя внутреннюю энергию, приводит к ее размытию
по соседним частицам. Для обоих методов потребовалось примерно одинаковое астрономическое
время на счет задачи. Итак, в данном тесте WPH показал себя предпочтительнее.

Рис. 2. Тест 1. Частицы, окрашенные по плотности, при t = 10 с: а — WPH, система покоится; б — DISPH,
система покоится; в — WPH, система движется; г — DISPH, система движется

Тест на динамическое равновесие "Вихрь Грешо—Чена" (тест 2). Данный тест, предло-
женный в работе [6], используется для проверки таких характеристик численной схемы, как точ-
ность, сохранение симметрии, сохранение момента импульса, влияние сетки (в сеточных методах)
или влияние расстановки частиц (в бессеточных методах). По построению вихрь находится в ди-
намическом равновесии, т. е. должен быть стабильным постоянно, но на практике будет затухать
из-за численной вязкости метода. Это хорошее тестирование численной вязкости, возникающей при
сдвиговом течении. Аналитическое решение данного теста — начальное состояние.

Рассчитывается образец с размерами L × L × L, где L = 1м. Количество частиц N × N × N ,
N = 64; 128; 256. Плотность равна 1 кг/м3. УРС — для идеального газа с γ = 5/3. Ядро содержит
90 и 180 соседей. Время счета — 3 с. Давление задается по формуле

P = P0 +


12,5r2, 0 ≤ r ≤ 0,2;

12,5r2 − 20r + 4 + 4 ln(5r), 0,2 ≤ r ≤ 0,4;

2(2 ln 2− 1), 0,4 ≤ r ≤ 1,

где r =
√
x2 + y2 — расстояние до центра вихря; P0 — фоновое давление.

Рассмотрим результаты расчетов для P0 = 5Па — дозвуковое течение с максимальным числом
Маха, равным 0,35, и средним, равным 0,2. На рис. 3 показаны зависимости азимутальной скорости
(vφ) от расстояния до центра вихря (r) для 1 000 случайных частиц на конец расчета для обоих
методов при количестве соседей 90. Видно, что метод WPH лучше описывает вихрь, давая более
точное и менее шумное решение.

При числе соседей, равном 90, получены порядки сходимости αL1
WPH ≈ 0,62 и αL1

DISPH ≈ 0,33. Это
соответствует данным, полученным в работах [7—9], где было показано, что скорость сходимости
для DISPH можно увеличить до 0,6, если увеличить количество соседей до 180. Для 90 соседей ско-
рость сходимости у WPH больше в 2 раза, чем у DISPH, а сама ошибка меньше в 3 раза. На рис. 4
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Рис. 3. Тест 2. Зависимости vφ(r), t = 3 с, 90 соседей: а — 643 частиц; б — 1283 частиц; в — 2563 частиц;
— эталон; • — WPH; • — DISPH

Рис. 4. Тест 2. Зависимости vφ(r), t = 3 с: а — WPH; б — DISPH; — эталон; • — 643 частиц, 90 соседей;
• — 643 частиц, 180 соседей; • — 1283 частиц, 90 соседей; • — 2563 частиц, 90 соседей

показаны азимутальные скорости для каждого метода для разного количества частиц по направ-
лению. Увеличение количества соседей с 90 до 180 для WPH улучшило результат незначительно,
а для DISPH превзошло самый подробный расчет с меньшим количеством соседей. Конечно, уве-
личение количества соседей в 2 раза ведет к замедлению расчета примерно в те же 2 раза, так что
для проведения расчетов, требующих значительных вычислительных ресурсов, достаточно 90 со-
седей на частицу. Увеличение количества соседей в 2 раза (до 180) уменьшило шум и приблизило
результат к эталонному, что подтверждается данными, приведенными на рис. 5.

Рис. 5. Тест 2. Сравнение vφ для методов WPH и
DISPH при 643 частицах и 180 соседях: — эталон;
• — WPH; • — DISPH

На рис. 6 показаны частицы, окрашенные по
удельной кинетической энергии. Видно, что для
WPH при 180 соседях начальная решетка макси-
мально сохранилась, т. е. сохранился 2D харак-
тер задачи. На рис. 7 приведены пространствен-
ные распределения (z = 0) удельной кинетиче-
ской энергии. Видно, что оба метода сохранили
симметрию вихря. При расчете по методу WPH
было сделано 3 059 шагов, по DISPH — 3686, т. е.
по методу WPH посчитано в 1,44 раза быстрее.

При количестве соседей 90 использование обо-
их методов деформировало исходную ГЦК ре-
шетку частиц, хотя при WPH она нарушилась
меньше. При количестве соседей 180 для WPH
решетка сохранилась, тогда как использование
DISPH нарушило ее, изменив процесс с 2D на 3D.
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Рис. 6. Тест 2. Частицы, окрашенные по удельной кинетической энергии, при t = 3 с: а — WPH, 90 соседей;
б — DISPH, 90 соседей; в — WPH, 180 соседей; г — DISPH, 180 соседей

Рис. 7. Тест 2. Пространственные распределения удельной кинетической энергии: а — WPH; б — DISPH

При 90 соседях в ядре метод WPH показал более точный и менее шумный результат. Симметрия
вихря была сохранена при обоих методах. Ошибка WPH в норме L1 была в 3 раза меньше, а
скорость сходимости результата к аналитическому решению — в 2 раза больше, чем у DISPH.

Придание движения вихрю как целому не повлияло на результат, что свидетельствует о преиму-
ществе лагранжевых методов (WPH и DISPH), не вносящих ошибок при моделировании процессов
в движущихся веществах.

По методу WPH было посчитано от 1,2 до 1,75 раза быстрее, чем по DISPH. В данном тесте
решение по WPH было более точным, менее шумным, а результат был получен быстрее.

Моделирование неустойчивости Рэлея—
Тейлора в 3D постановке α-Group (тест 3).

Стандартная постановка α-Group. Механизмы за-
рождения и развития неустойчивости Рэлея—Тейлора по-
дробно исследуются во многих работах. Наиболее обсто-
ятельное исследование развития такой неустойчивости
проведено в работе [10], где представлено прямое числен-
ное моделирование по кодам ведущих научных центров.

Неустойчивость Рэлея—Тейлора возникает на гра-
нице двух сред, когда вещество с высокой плотностью
находится над веществом с низкой плотностью в поле
тяжести. При нарастании возмущения на границе разде-
ла двух веществ легкое вещество проникает в тяжелое,
формируя пузырьки, а тяжелое проникает в легкое, фор-
мируя струи. Зададим геометрию задачи, как показано
на рис. 8. Невозмущенная граница раздела двух веществ

Рис. 8. Геометрия задачи 3
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лежит в плоскости XOY . Для корректного наложения многомодового возмущения образец необхо-
димо переместить так, чтобы выполнялись следующие условия: x ∈ [L, 2L], y ∈ [L, 2L], z ∈ [−L,L].

При моделировании данной задачи по сеточным методикам [10] обычно начальное возмущение
вносится в поле плотности через изменение положения границы раздела двух веществ вдоль оси OZ
по формуле

h0
z(x, y) =

∑
kx,ky

(
ak cos(kxx) cos(kyy) + bk cos(kxx) sin(kyy) + ck sin(kxx) cos(kyy) + dk sin(kxx) sin(kyy)

)
,

где x, y, z — координаты частицы; ak, bk, ck, dk — амплитуды; kx, ky — волновые числа многомодо-
вого возмущения. Поле скоростей возмущается по формуле

v0
z(x, y) =

∑
kx,ky

√
k2
x + k2

y

(
ak cos(kxx) cos(kyy) + bk cos(kxx) sin(kyy)+

+ ck sin(kxx) cos(kyy) + dk sin(kxx) sin(kyy)
)
.

Так как изначально вещества покоятся, то возмущение просто присваивается скоростям частиц,
находящихся на границе двух веществ, однако на самой границе частиц может вовсе не быть —
все зависит от алгоритма их размещения в пространстве. Поэтому необходимо возмутить близкие
по z к границе частицы и провести исследование влияния глубины распространения возмущения
на результат. Будем уменьшать возмущение скорости экспоненциально при удалении от границы
раздела по формуле vz = v0

ze
−β|z|/L (большее значение параметра β соответствует меньшей глубине

возмущения).
Расчет выполнялся для образца с размерами L × L × 2L, где L = 0,1м. Плотность тяже-

лого вещества ρh = 3 000кг/м3, легкого — ρl = 1 000кг/м3; число Атвуда A = 0,5; ускорение
g = −0,02м/с2. УРС — для идеального газа с γ = 5/3. Граничные условия по x и y — периодиче-
ские, по z — жесткие стенки. Ядро содержит 90 соседей. Время счета — 8 с.

Так как система в начальный момент времени находится в гидростатическом равновесии, то дав-
ление и плотность в каждой точке можно вычислить по формулам

P = P0

(
1− γ − 1

γ

ρ0gz

P0

) γ
γ−1

; ρ = ρ0

(
1− γ − 1

1

ρ0gz

P0

) 1
γ−1

,

где P0 = π(ρh + ρl)g2L; ρ0 =

{
ρl, z ≤ h0;

ρh, z > h0.

Для метода WPH проведено пять расчетов со 128 или 256 частицами вдоль оси OX (полное
количество частиц 4 194 304 и 33 554 432, соответственно):

1) 128 частиц, β = 5;
2) 128 частиц, β = 20;
3) 128 частиц, β = 200;
4) 256 частиц, β = 20;
5) 256 частиц, β = 200.

Для метода DISPH был проведен только один расчет в постановке 5 как самый подробный и
близкий к исходной постановке из работы [10]. Неустойчивость Рэлея—Тейлора не развилась не
только за 8, но даже за 15 секунд.

На рис. 9, помимо результатов для всех расчетов по программному комплексу "Молох", приве-
дены результаты по другим программам из работы [10] (цвета определены в [10]; сплошная линия
относится к 256 ячейкам по направлению, пунктир — к 128, круги — к эксперименту). Объемная
концентрация тяжелого вещества в слое рассчитывалась по формуле

〈fh〉(z) =
1

L2

∫∫
fh(r)dxdy,
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Рис. 9. Тест 3 в стандартной постановке. Зависимости от времени положения фронта пузырьков (а) и
коэффициента скорости роста пузырьков (б ): — 128 частиц, β = 5; — 128 частиц, β = 20; —
128 частиц, β = 200; — 256 частиц, β = 20; — 256 частиц, β = 200; остальные обозначения — из [10]

где fh(r) — объемная концентрация тяжелого вещества в точке пространства. Положение фронта
пузырьков hb принималось равным координате z, при которой 〈fh〉 = 99 %. На рис. 9, а приведены
зависимости hb от времени.

На автомодельной стадии развития неустойчивости Рэлея—Тейлора положение фронта пузырь-
ков hb можно описать линейной зависимостью hb = αbAgt

2. Коэффициент скорости роста пузырь-
ков αb рассчитывался путем дифференцирования hb по Agt2:

αb =
hi+1
b − hib

Ag(t2i+1 − t2i )
,

где i — шаги времени сохранения данных. Сильные изломы графиков, приведенных на рис. 9, б,
можно объяснить достаточно большими промежутками между моментами времени, в которые про-
исходил анализ результатов — 0,5 с. Падение αb до 0 соответствует моменту, когда фронт пузырьков
достиг верхней жесткой стенки.

По мнению авторов, результаты расчетов в постановках 4 и 5 выглядят наиболее предпочтитель-
ными — наблюдается хорошее согласие с результатами по другим программам. На рис. 10 показана
объемная концентрация тяжелого вещества на разные моменты времени. Можно утверждать, что

Рис. 10. Тест 3 в стандартной постановке. Объемная концентрация тяжелого вещества на моменты времени:
а — 5 с; б — 7,5 с; в — 10 с; г — 12,5 с; д — 15 с
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при введении возмущения в поле скорости необходимо распространять его только на ближние к
границе раздела веществ частицы, т. е. использовать β = 20. Для расчета 4 αb ≈ 0,025.

Итак, при моделировании неустойчивости Рэлея—Тейлора в постановке α-Group по методу WPH
получены результаты, сравнимые с результатами по другим программам, а по DISPH развития
неустойчивости не получено.

Расширенная постановка α-Group. Из рис. 9, б видно, что значение αb меняется и не выходит на
константу, однако сами пузырьки уже достигли верхнего края системы. Из этого можно сделать
вывод, что высота системы оказалась недостаточной. Поэтому было принято решение увеличить
высоту системы в 1,5 раза — с 2L до 3L, а время счета — с 15 до 20 с. Постановка расчета осталась
прежней, но с некоторыми изменениями в постановках 1 и 2:

1) 256 частиц вдоль оси OX (полное количество частиц 50 331 648), β = 100;
2) 512 частиц вдоль оси OX (полное количество частиц 402 653 184), β = 100.

На рис. 11, а показаны зависимости hb от времени для трех расчетов по программе "Молох".
Видно, что увеличение количества частиц приводит к более медленному росту пузырьков.

Рис. 11. Тест 3 в расширенной постановке. Зависимости от времени положения фронта пузырьков (а) и
коэффициента скорости роста пузырьков (б ): — "Молох", 256 частиц, β = 20; — "Молох", 256 частиц,
β = 100; — "Молох", 512 частиц, β = 100; остальные обозначения — из [10]

Рис. 12. Тест 3 в расширенной постановке. Аппроксимация
положения фронта пузырьков: � — "Молох", 512 частиц;

— αb = 0,018

Из рис. 11, б видно, что коэффи-
циент скорости роста пузырьков αb
в более подробном расчете вышел на
стационарное значение. Но опреде-
лить это значение точно достаточно
трудно. Поэтому определим его че-
рез наклон прямой, аппроксимиру-
ющей зависимость hb/L от Agt2/L
(рис. 12). Полученное значение —
αb = 0,0180 ± 0,0002 (черная гори-
зонтальная линия на рис. 11, б ). Это
согласуется с результатами из рабо-
ты [10], однако необходимо провести
дальнейшие исследования метода и
постановки расчета для получения
результатов, близких к [10].
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Моделирование неустойчивости Кельвина—Гельмгольца (тест 4).
Постановка задачи со сглаженной границей веществ. Неустойчивость Кельвина—Гельмгольца

развивается на границе двух разноплотных веществ, которые движутся друг относительно друга.
Например, такая неустойчивость возникает на боковых поверхностях струй и пузырьков в неустой-
чивости Рэлея—Тейлора. Рассмотрим постановку с ненулевой толщиной границы между вещества-
ми [11] — гладким переходом и заданным начальным возмущением. Будем анализировать результа-
ты расчетов качественно и количественно, сравнивая с другими программами максимум плотности
кинетической энергии γ = max(ρv2

y/2) в направлении OY . Данная величина очень чувствительна
к шуму в поле скоростей [11]. Ее рост начинается с конечного возмущения, заданного в расчете, и
далее отражает развитие неустойчивости и ошибку в скоростях:

– на границе веществ из-за несбалансированности давления;
– в образце из-за численного шума в скорости и плотности.

Было проведено три расчета:

1) количество частиц 128× 128× 32; размер образца L× L× L/4;
2) количество частиц 256× 256× 32; размер образца L× L× L/8;
3) количество частиц 512× 512× 32; размер образца L× L× L/16,

где L = 1м. Давление 2,5Па; УРС — для идеального газа с γ = 5/3. Ядро содержит 180 соседей.
Время счета — 2,5 с. Плотность задается по формуле

ρ(y) =


ρ1 − ρme(y−0,25)/∆y, 0 ≤ y < 0,25;

ρ2 + ρme
(0,25−y)/∆y, 0,25 ≤ y < 0,50;

ρ2 + ρme
(y−0,75)/∆y, 0,50 ≤ y < 0,75;

ρ1 − ρme(0,75−y)/∆y, 0,75 ≤ y ≤ 1,

где ρ1 = 1кг/м3; ρ2 = 2кг/м3; ρm = (ρ1 − ρ2)/2 кг/м3; ∆y = 0,025м — сглаживающий параметр.
Начальное распределение скоростей определяется по формуле

vx(y) =


v1 − vme(y−0,25)/∆y, 0 ≤ y < 0,25;

v2 + vme
(0,25−y)/∆y, 0,25 ≤ y < 0,50;

v2 + vme
(y−0,75)/∆y, 0,50 ≤ y < 0,75;

v1 − vme(0,75−y)/∆y, 0,75 ≤ y ≤ 1,

где v1 = 0,5м/с; v2 = −0,5м/с; vm = 0,5м/с.
В систему вносится начальное возмущение vy(x) = ∆vy sin(2πx/λ), где ∆vy = 10−2 м/с — ампли-

туда возмущения. Время линейной стадии роста неустойчивости определяется по формуле

τKH =
λ(ρ1 + ρ2)
√
ρ1ρ2|v2 − v1|

,

где λ = 0,5м — длина волны. Тогда τKH ≈ 1,06 с.
На рис. 13 показаны начальные распределения плотности, а также x- и y-компонент скорости.

Для данной постановки число Маха равно 0,3. На рис. 14, 15 показаны распределения плотно-
сти на моменты времени 1,5 и 2,5 с для обоих методов с различным общим количеством частиц.
Наблюдается качественное согласие результатов, полученных по двум методам.

В качестве эталонного решения будем использовать решение, полученное по программе Pencil [12],
в которой реализована эйлерова магнитогидродинамика на неподвижной сетке.
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Рис. 13. Тест 4. Начальные распределения плотности (а), vx (б ) и vy (в)

Рис. 14. Тест 4. Распределения плотности при t = 1,5 с: а — WPH, 1282 частиц; б — WPH, 2562 частиц; в —
WPH, 5122 частиц; г — DISPH, 1282 частиц; д — DISPH, 2562 частиц; е — DISPH, 5122 частиц

Рис. 15. Тест 4. Распределения плотности при t = 2,5 с: а — WPH, 1282 частиц; б — WPH, 2562 частиц; в —
WPH, 5122 частиц; г — DISPH, 1282 частиц; д — DISPH, 2562 частиц; е — DISPH, 5122 частиц

Рис. 16. Зависимости γ от времени: — эталон, Pencil;
— "Молох", 128 частиц, WPH; — "Молох", 256 ча-

стиц, WPH; — "Молох", 512 частиц, WPH; — "Мо-
лох", 128 частиц, DISPH; — "Молох", 256 частиц, DISPH;

— "Молох", 512 частиц, DISPH

Из рис. 16, на котором показаны за-
висимости максимальной плотности ки-
нетической энергии в y-направлении (γ)
от времени, можно сделать следующие
выводы:

1) γ(t), полученные по методу WPH,
сходятcя к эталонному решению
при увеличении количества ча-
стиц;

2) γ(t) по WPH повторяют нюансы
эталонного решения на всех стади-
ях развития неустойчивости;

3) γ(t), полученные по методу DISPH
до момента времени времени 1 с,
имеют большое отличие от эталон-
ного решения, а после этого мо-
мента приближаются к решению
по WPH.
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При счете по WPH сделано 13 207 шагов, а по DISPH — 13 977, т. е. по WPH посчитано на 5%
быстрее. Итак, при моделировании неустойчивости Кельвина—Гельмгольца со сглаженной грани-
цей по методу WPH получены результаты, сравнимые с результатами по другим программам и
отличающиеся от результатов по DISPH.

Постановка с 2D многомодовым возмущением. В реальных задачах возмущение границы между
материалами носит многомодовый характер. Промоделируем поведение веществ при таком возму-
щении методом WPH.

Расчет в 2D постановке проводится с количеством частиц 1 024 × 1 024 × 16 (всего 16 777 216).
Размер образца 1м × 1м × 0,25м. Давление 2,5Па; УРС — для идеального газа с γ = 5/3. Ядро
содержит 180 соседей. Время счета — 4 с. Плотность и начальное распределение скоростей задаются
соответственно по формулам

ρ(y) =


ρ1, 0 ≤ y < 0,25;

ρ2, 0,25 ≤ y < 0,75;

ρ1, 0,75 ≤ y ≤ 1;

vx(y) =


v1, 0 ≤ y < 0,25;

v2, 0,25 ≤ y < 0,75;

v1, 0,75 ≤ y ≤ 1,

где ρ1 = 1 кг/м3; ρ2 = 2 кг/м3; v1 = 0,5м/с; v2 = −0,5м/с. В систему вносится начальное возмуще-
ние

vy(x) =

32∑
i=1

ai sin(kix)
[
e−100(y−0,25)2 + e−100(y−0,75)2

]
,

где коэффициенты ai и ki — случайные числа.
На рис. 17 показаны начальные распределения плотности, а также x- и y-компоненты скорости.

На рис. 18 представлен процесс развития неустойчивости. К моменту времени 0,5 с зарождается
около 20 вихрей, однако они начинают объединяться, и уже к t = 1 с в системе остается около
10 вихрей. Процесс продолжается, и к моменту t = 3 с остается всего 2-3 доминантных вихря.

Найдем две ширины зоны перемешивания с концентрациями тяжелого вещества 1—99 и 10—90%
следующим образом:

Рис. 17. Тест 4 с 2D многомодовым возмущением. Начальные распределения плотности (а), скоростей vx (б )
и vy (в)

Рис. 18. Тест 4 с 2D многомодовым возмущением. Распределения плотности на моменты времени: а — 0,5 с;
б — 1 с; в — 1,5 с; г — 2 с; д — 3 с; е — 4 с
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1. Построим одномерное распределение концентрации тяжелого вещества вдоль оси OY , усред-
нив ее по осям OX и OZ. На рис. 19 показаны такие распределения на различные моменты
времени.

2. Определим y-координаты концентраций тяжелого вещества в 1 и 99% для левой и правой
частей графика.

3. Найдем модуль разности y-координат для концентраций тяжелого вещества 1 и 99% и усред-
ним по левой и правой частям графиков.

4. Определим y-координату концентраций тяжелого вещества в 10 и 90% как для левой, так и
для правой части графика.

5. Найдем модуль разности y-координат для концентраций 10 и 90% и усредним по левой и
правой частям графиков.

На рис. 20 показаны две зависимости от времени ширины зоны перемешивания с концентрациями
тяжелого вещества 1—99 и 10—90%. Если аппроксимировать полученные зависимости прямыми, то
их наклон αsh будет равен 0,164 и 0,113 соответственно. Усредненный наклон равен 0,1385.

Рис. 19. Тест 4 с 2D многомодовым возмущением.
Профили концентрации тяжелого вещества, t = 1

( ); 2 ( ); 3 ( ); 3,5 с( ) Рис. 20. Тест 4 с 2D многомодовым возмущением.
Зависимости от времени ширины зоны перемешива-
ния с разными концентрациями тяжелого вещества:

— 1—99%; — 10—90%; — αsh = 0,164;
— αsh = 0,113

Ширина зоны перемешивания определяется по формуле [13]

L = (αsh,b + αsh,s)(v1 − v2)t = (αsh,b + αsh,s) · 1 · t = (αsh,b + αsh,s)t,

где αsh,b и αsh,s — безразмерные параметры, определяющие глубину проникновения легкого веще-
ства в тяжелое и наоборот; t — время. Это соответствует линейной зависимости ширины зоны
перемешивания от времени, а αsh,b +αsh,s — угол наклона этой прямой. В работе [13] αsh,b +αsh,s =
= 0,178 по (κ, ε)-модели по фронтам турбулентной диффузии для несжимаемого случая, тогда как
в данной работе было получено значение αsh,b + αsh,s = 0,14.

Постановка с 3D многомодовым возмущением. Исследуем, как повлияет трехмерное многомодо-
вое возмущение на поведение границы веществ. Расчет в 3D постановке проводится с количеством
частиц 512× 512× 512 (всего 134 217 728). Размер образца 1м× 1м× 1м. Давление 2,5Па; УРС —
для идеального газа с γ = 5/3. Ядро содержит 180 соседей. Время счета — 3,5 с. Начальное рас-
пределение плотностей и скоростей такое же, как в 2D постановке. Начальное возмущение скорости
строится следующим образом:
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vy(x, z) =
∑
kx,kz

(
ak cos(kxx) cos(kzz) + bk cos(kxx) sin(kzz) + ck sin(kxx) cos(kzz) + dk sin(kxx) sin(kzz)

)
,

где x, y, z — координаты частицы; ak, bk, ck, dk — амплитуды; kx, kz — волновые числа многомодового
возмущения — случайные числа.

На рис. 21 показаны начальные распределения плотности, а также x- и y-компонент скорости.
На рис. 22 показан процесс развития неустойчивости. К моменту времени t = 1 с зарождается

множество различных по амплитуде вихрей, но, в отличие от расчета в постановке 2D, где про-
изошло вырождение 20 вихрей в 2 вихря, в расчете в постановке 3D наблюдается развитая зона
турбулентности.

Рис. 21. Тест 3 с 3D многомодовым возмущением. Начальные распределения плотности (а), vx (б ) и vy (в)

Рис. 22. Тест 3 с 3D многомодовым возмущением. Частицы тяжелого вещества с концентрацией от 1 до
99%, окрашенные по плотности, t = 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5 с
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Рис. 23. Тест 3 с 3D многомодовым возмущением. Зависи-
мости от времени ширины зоны перемешивания с разными
концентрациями тяжелого вещества: — 1—99%; —
10—90%; — αsh = 0,188; — αsh = 0,157

На рис. 23 приведены зависимости от
времени ширины зоны перемешивания
с концентрациями тяжелого вещества
1—99 и 10—90%. Если аппроксимиро-
вать полученные зависимости прямы-
ми, то их наклон будет равен 0,188
и 0,157 соответственно. Усредненный
наклон равен 0,1725, т. е. в 3D поста-
новке αsh,b + αsh,s = 0,17.

Итак, при моделировании неустойчи-
вости Кельвина—Гельмгольца с много-
модовым возмущением (число Маха 0,3)
в 2D случае не была достигнута раз-
витая турбулентность, тогда как в 3D
ее достигнуть удалось. Коэффици-
ент скорости роста зоны перемешивания
αsh,b + αsh,s ≈ 0,17, взятый из 3D рас-
чета, хорошо согласуется с результатом
из работы [13].

Моделирование неустойчивости Рихтмайера—Мешкова — "Обратный шеврон" (тест 5).
Тест "Обратный шеврон" [14] моделирует неустойчивость Рихтмайера—Мешкова, возникающую при
прохождении ударной волны через границу раздела двух веществ. Зададим геометрию задачи, как
показано на рис. 24 (размеры указаны в см). Угол на границе третьего и четвертого веществ со-
ставляет 157 ◦.

Расчет выполнялся с количеством частиц 370×74×18 (всего 492 840). Размер образца 1м×0,2м×
× 0,05м. Граничные условия по x слева — свободные, по x справа — жесткая стенка, по y и z —
периодические. Ядро содержит 90 соседей. Время счета — 0,004 с.

Данные по областям:

1) ρ = 1,91 кг/м3; P = 170Па; УРС — для идеального газа с γ = 1,397; vx = 129м/с;
2) ρ = 1,31 кг/м3; P = 100Па; УРС — для идеального газа с γ = 1,397; vx = 0;
3) ρ = 5,89 кг/м3; P = 100Па; УРС — для идеального газа с γ = 1,0937; vx = 0;
4) ρ = 1,31 кг/м3; P = 100Па; УРС — для идеального газа с γ = 1,397; vx = 0.

Разделение газов в эксперименте происходило при помощи тонких мембран, нанесенных на сетку
из проволочек (рис. 25, а), которые являлись зародышами возмущений при их разрушении. Поэтому
в расчете необходимо учесть эти возмущения при построении образца. Границы между областями 2,
3 и 3, 4 возмущаются соответственно по следующим законам:

Рис. 24. Геометрия задачи "Обратный шеврон": 1 — воздух за фронтом ударной волны; 2, 4 — покоящийся
воздух; 3 — гексафторид серы (SF6)
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Рис. 25. Мембраны, разделяющие газы в эксперименте [12] (а), 3D расстановка частиц SF6 (б ) и профиль
плотности в плоскости z = 0 (в) в начальный момент времени

h23
x (y) =

32∑
i=1

a23
i sin(k23

i y); h34
x (y) =

32∑
i=1

a34
i sin(k34

i y),

где h — смещение границы вдоль оси OX относительно ее первоначальной позиции в зависимости
от y-координаты; коэффициенты a23

i , a34
i и k23

i , k34
i — случайные числа. На рис. 25, б, в показаны

полученные возмущенные границы.
На рис. 26 показано сравнение результатов расчета с экспериментом. Видно, что по методу DISPH

развитие неустойчивости в полной мере не получено. В расчете по WPH сделано 3 875 шагов, по
DISPH — 5063, т. е. по WPH посчитано на 30% быстрее.

Итак, при моделировании неустойчивости Рихтмайера—Мешкова по методу WPH получены ре-
зультаты, сравнимые с экспериментальными данными, а по DISPH — нет.

Рис. 26. Тест 5. Плотности при t = 0,004 c: а — эксперимент; б — WPH; в — DISPH

Заключение

В данной статье были рассмотрены задачи на развитие неустойчивостей. Прежде чем приступать
к моделированию неустойчивостей, необходимо определить вносимые методами погрешности. Это
можно сделать с помощью двух тестов на статическое и динамическое равновесие, которые имеют
аналитическое решение. В тесте на статическое равновесие "Перенос куба" хорошо показали себя
оба метода. В тесте на динамическое равновесие "Вихрь Грешо—Чена" метод WPH превзошел
DISPH как по точности и малости шума, так и по скорости счета.

Для моделирования неустойчивости Рэлея—Тейлора была выбрана 3D постановка α-Group. По
методу DISPH при заданном малом возмущении развитие неустойчивости не было получено, тогда
как результаты по WPH хорошо согласуются с полученными другими авторами. Был вычислен
коэффициент скорости роста пузырей αb ≈ 0,018.
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При моделировании неустойчивости Кельвина—Гельмгольца метод WPH превзошел DISPH как по
точности расчета, так и по скорости вычислений. По WPH получено корректное развитие неустой-
чивости даже при возмущении, заданном в 106 раз меньше, чем у DISPH. Для WPH были проведены
расчеты с многомодовым возмущением в 2D и 3D постановках. Был вычислен коэффициент скоро-
сти роста зоны перемешивания: αsh,b + αsh,s ≈ 0,14 для 2D расчета и ∼ 0,17 для 3D расчета.

Для моделирования неустойчивости Рихтмайера—Мешкова была выбрана задача "Обратный шев-
рон", имеющая экспериментальные данные. При малом количестве точек использование метода
DISPH не дало развития неустойчивости, тогда как результаты, полученные по WPH, качественно
согласуются с результатами эксперимента.

Было показано, что во всех тестах по методу WPH получена меньшая ошибка и они посчитаны
быстрее, чем по DISPH. Таким образом, делается вывод о целесообразности применения метода
WPH при моделировании задач развития неустойчивостей.
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПРЕДОБУСЛОВЛИВАТЕЛЬ
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ
ЛУЧИСТОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В МЕТОДИКЕ "КОРОНА"

С. В. Чеботарь
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Работа посвящена решению систем линейных уравнений, которые возникают при
расчетах процессов теплопроводности на ЭВМ с распределенной памятью. Представле-
но описание параллельного предобусловливателя, используемого при решении систем
линейных уравнений в блоке теплопроводности методики КОРОНА итерационными
схемами на подпространствах Крылова. В его основе лежит параллельное многоуров-
невое неполное LU -разложение разреженных матриц в сочетании с неполным блочным
разложением обратной матрицы. Суть метода –– в рекурсивном построении иерархии
матриц дополненияШура с последовательным уменьшением числа процессов. Реализо-
вана возможность остановки рекурсии на заданном уровне и построения для очередной
матрицы дополнения Шура неполной блочной аппроксимации обратной матрицы.
Приведены результаты вычислительных экспериментов, полученные при решении

задач по методике КОРОНА в параллельном режиме. Для получения сравнительных
показателей реализовано еще несколько общепринятых предобусловливателей, которые
используют в качестве основы ILU(t)-разложение: блочный метод Якоби, ограничен-
ный аддитивный метод Шварца, а также метод из семейства Spike, использующий
редуцированную матрицу.

Ключевые слова: параллельные вычисления, системы линейных алгебраических
уравнений, предобусловливатель, методика КОРОНА, теплопроводность.

Введение

Решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) является одним из наиболее за-
тратных этапов численного моделирования задач механики сплошной среды с помощью неявных
методов. Методы решения СЛАУ постоянно развиваются, в частности, в связи с необходимостью
их адаптации к усложняющейся с течением времени архитектуре вычислительной техники. Одним
из ключевых моментов в развитии вычислительной техники было создание машин с распределен-
ной памятью. Это, соответственно, потребовало создания параллельных алгоритмов и программ
решения СЛАУ для таких компьютеров.

Предобусловливатели на основе неполного треугольного разложения (ILU) в комбинации с ите-
рационными методами на базе подпространств Крылова [1] хорошо зарекомендовали себя с точки
зрения надежности и эффективности при решении СЛАУ большого размера с разреженными матри-
цами. Как правило, адаптация этих подходов к параллельным вычислительным системам выполня-
ется двумя способами –– перенумерацией неизвестных (reordering) либо применением идей методов
декомпозиции области (domain decomposition). К примеру, в работах [2—4] параллельная неполная
факторизация основана на разбиении графов и многоцветной раскраске. Методы декомпозиции
области, в свою очередь, позволяют использовать стратегии построения глобальных предобуслов-
ливателей [5]. При этом начальная область разбивается на подобласти, в том числе с перекрытием
получающихся подобластей. В этом случае получается распределенная система уравнений.
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В статье представлено описание параллельного предобусловливателя, используемого в блоке теп-
лопроводности методики КОРОНА [6] при проведении двумерных и трехмерных расчетов на ЭВМ с
распределенной памятью. В его основе лежит параллельное многоуровневое неполное LU -разложе-
ние разреженных матриц в сочетании с неполным блочным разложением обратной матрицы [7].
Приведены результаты, полученные при решении задач по методике КОРОНА в параллельном ре-
жиме. Для получения сравнительных показателей реализовано несколько общепринятых предобус-
ловливателей (например, блочный метод Якоби), которые используют в качестве основы ILU(t)-раз-
ложение [1].

Описание и отдельные результаты применения представленного параллельного предобусловлива-
теля при решении уравнения тепловодности изложены также в работе [8].

Обзор методики КОРОНА

Методика КОРОНА разработана для параллельных расчетов процессов газовой динамики с уче-
том лучистой теплопроводности. Одно пространственное направление трехмерной сетки рассчиты-
вается на основе лагранжева подхода на подвижной расчетной сетке, два других направления —
на неподвижной расчетной сетке (эйлеров подход). Используется неявная разностная схема с от-
слеживанием границ веществ с помощью составных ячеек. Если в ячейке больше одного вещества,
то она разбивается на компоненты, каждый из которых отвечает одному веществу со своими пара-
метрами: температурой, плотностью, уравнением состояния (УРСом) и т. д. Решение уравнений
газовой динамики и теплопроводности для составной ячейки такое же, как для чистой. Разностный
шаблон переменный, размер его для каждой ячейки зависит от степени неортогональности сетки
и числа компонентов в соседних составных ячейках. Вся область задачи делится на фрагменты, в
которых свои правила расстановки сетки, а также свои параметры декомпозиции. Внутри каждого
фрагмента декомпозиция на процессы выполняется только по двум эйлеровым направлениям, как
показано на рис. 1.

Решение уравнения теплопроводности находится по полностью неявной схеме одновременно во
всех направлениях по всей многофрагментной области задачи. На каждом временном шаге выпол-
няется линеаризация методом Ньютона системы нелинейных уравнений и рассчитывается несколько
итераций Ньютона по нелинейности коэффициента теплопроводности, на каждой из которых порож-
дается СЛАУ, которую надо решить с определенной точностью. При этом портрет положительно
определенной матрицы СЛАУ на каждой итерации постоянный, несимметричный и перестраивается
только между шагами.

Рис. 1. Примеры декомпозиции и портрета матрицы в методике КОРОНА: а — два фрагмента при расчете
трехмерной задачи на 10 процессах; б — два фрагмента при расчете двумерной задачи на 7 процессах; в —
фрагмент портрета матрицы из блока теплопроводности расчета двумерной задачи

Описание предобусловливателя, разработанного для методики КОРОНА

Пусть на ЭВМ с распределенной памятью необходимо решить систему уравнений Ax = f с поло-
жительно определенной матрицей A, имеющей размеры n× n и хранящейся в памяти N процессов
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группами строк, или, по-другому, блоками: A =


A11 A1N

. . .

AN1 ANN

.

Большинство блоков Aij , i 6= j, — нулевые, а оставшиеся имеют число ненулевых строк и столбцов
много меньше, чем в диагональных квадратных блоках Aii. Все блоки Aij , j = 1, . . . , N , хранятся
на процессе с номером i, т. е. любая строка матрицы хранится целиком на одном из процессов.

Построение предобусловливателя состоит из четырех этапов (алгоритм 1):
1. Разделение строк матрицы на каждом процессе на граничные и внутренние, представление

диагональных блоков в виде Aii = Rт
i

 Bi Ci

Di Ei

Ri.

2. ILU(t)-разложение блоков Bi.
3. Вычисление приближенной матрицы дополнения Шура S.
4. Построение аппроксимации для матрицы S или S−1 (в зависимости от уровня разложения).

При этом первые три этапа выполняются на всех процессах полностью независимо.

Разделение строк матрицы на гранич-
ные и внутренние. На каждом процессе I =
= 1, . . . , N строку i матрицы назовем граничной,
если существует aji 6= 0 или aij 6= 0 и строка j
хранится на процессе J , отличном от I (рис. 2).
Строки, которые не являются граничными, на-
зовем внутренними.

Выполним симметричные перестанов-
ки так, чтобы на каждом процессе рас-
полагались сначала внутренние строки, а
потом граничные. Таким образом, диа-
гональный блок представим в виде блоч-
ной матрицы с размерами 2 × 2 RiAiiR

т
i = Рис. 2. Понятие граничной строки

=

 Bi Ci

Di Ei

, где R =


R1

. . .

RN

 — блочно-диагональная матрица перестановок; бло-

ки Bi, Ci содержат внутренние строки, а Di, Ei — граничные.

ILU(t)-разложение блоков Bi. После симметричных перестановок исходная матрица преоб-
разуется. На рис. 3 такое преобразование показано для матрицы, соответствующей двумерной сетке
из 6× 6 ячеек, которая распределена на 4 процессора в декомпозиции 2× 2.

Видно, что для диагональных блоков черного цвета на рис. 3 справа можно параллельно выпол-
нить неполное ILU(t)-разложение. Таким образом, получим Bi ≈ LiUi, i = 1, . . . , N .

Вычисление приближенной матрицы дополнения Шура и предобусловливателя. Вы-
числим диагональные блоки распределенной по процессам матрицы дополнения Шура S [3]: Sii =
= Ei −Di (LiUi)

−1Ci.
Предобусловливатель для исходной задачи можно записать в виде RARт ≈ M = LS̃U , где L,

U — блочно-диагональные матрицы с блоками вида Lii =

 Li

DiL
−1
i I

, Uii =

 Ui U−1
i Ci

I

 и
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Рис. 3. Трансформация матрицы при симметричных перестановках

LiUi ≈ Bi, i = 1, . . . , N ; I — квадратный единичный блок. В свою очередь, диагональные блоки S̃

запишем как S̃ii =

 I

Sii

. Недиагональные блоки S̃ij = RiAijR
т
j , i 6= j, являются перенумеро-

ванными копиями блоков исходной матрицы. При таком построении блочный портрет S̃ полностью
совпадает с таковым для исходной матрицы. Умножение обратной матрицы предобусловливате-
ля сопровождается решением двух треугольных систем с матрицами L, U и решением системы с
матрицей S̃.

Обозначим через P оператор сужения на подпространство граничных переменных и пусть далее
cols (P ) и rows (P ) — число столбцов и число строк матрицы, соответствующей оператору P . Тогда

rows (P ) = n; cols (P ) =
N∑
i=1

rows (Ei). Аналогично блочному разбиению исходной матрицы получим

блочную структуру P =


P1 0

. . .

0 PN

, где Pi =

 0

Ii

; cols (Pi) = rows (Ei); rows (Pi) =

= cols (Aii), а квадратный единичный блок Ii такой, что cols (Ii) = rows (Ii) = cols (Ei) = rows (Ei).
Тогда решение системы с матрицей S̃ эквивалентно решению системы с матрицей S = P тS̃P , в
которой Sii = Ei −Di (LiUi)

−1Ci; Sij = P т
i RiAijR

т
jPj , i 6= j.

Построение аппроксимации для матрицы S или S−1. По построению все строки S будут
граничными. Выполним перераспределение строк этой матрицы между процессами так, чтобы
можно было рекурсивно применить алгоритм 1. Очевидно, что в таком случае часть процессов
можно выключить из работы, передав все имеющиеся на них элементы матрицы S соседям.

В качестве альтернативы в предлагаемом подходе вводится номер уровня, на котором вместо пере-
распределения элементов и продолжения рекурсии для приближения текущей матрицы S

(
или S−1

)
используется какой-либо метод декомпозиции области. Например, в работе [9] используется адди-
тивный метод Шварца. В предобусловливателе для задач из блока теплопроводности методики
КОРОНА применен метод неполной блочной аппроксимации обратной матрицы [7].

Суть данного метода в следующем (алгоритм 2):

1. S разбивается на подматрицы с перекрытием наверх (высота перекрытия q — параметр мето-
да):
1) строится неориентированный граф матрицы S;
2) в расширенную подобласть процесса p входят строки, удовлетворяющие условиям:

– строка i находится в матрице S выше первой строки с процесса p;
– из какой-либо вершины, соответствующей строке с процесса p, можно дойти до вер-

шины i не больше чем за q шагов.
2. В расширенных областях строится ILU(t)-разложение Sp ≈ LpUp, p = 1, . . . , N .
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3. Приближение для обратной матрицы записывается как

S−1 ≈
N∑
p=1

U−1
p

 0p 0

0 Ip

L−1
p , rows (Ip) = cols (Ip) = rows (Ep) .

Представленный метод далее будем называть Schur+OI (Schur complement + Overlap Inverse).
В процессе проведения расчетов по методике КОРОНА опытным путем получено, что наиболее
эффективно использовать один уровень построения матрицы дополнения Шура и для нее сразу
применять неполную блочную аппроксимацию. В случае возникновения трудностей при решении
какой-либо СЛАУ (например, не достигается точность за данное число итераций) происходит уве-
личение количества уровней, часто в ущерб времени счета. Как правило, увеличение числа уровней
редукции случается редко. Это требуется при решении СЛАУ, которых много меньше 1% от их
общего порождаемого числа при решении задачи по методике КОРОНА, что практически не вли-
яет на время счета. В вычислительных экспериментах, приведенных далее, предобусловливатель
Schur+OI применялся с одним уровнем.

Описание предобусловливателя на базе методов семейства Spike
Одним из методов, относительно которого далее будут проводиться сравнительные исследования,

является предобусловливатель на основе методов семейства Spike [10]. В данном подходе также
вычисляется редуцированная матрица и решается соответствующая СЛАУ. В отличие от построе-
ния матрицы дополнения Шура в методах типа Spike нет необходимости выполнять перестановки и
выделять граничные строки матрицы. Для вычислительных экспериментов реализован одноуров-
невый подход.

Предположим, что исходная матрица распределена на три процесса и имеет вид

A =


A11 A12 0

A21 A22 A23

0 A32 A33

 , где Aij =


0

0

Bij

 при i < j; Aij =


Bij

0

0

 при i > j.

Построение предобусловливателя выполняется в следующей последовательности:
1. На всех процессах строим неполную факторизацию Aii = LiiUii.

2. Вычисляем Cij =


C1

C2

C3


ij

= (LiiUii)
−1Aij .

3. Получаем

A ≈M=


L11U11

L22U22

L33U33





I

I


C1

C2

C3


12

0 0 0

I

I

0 0


C1

C2

C3


21

I


C1

C2

C3


23

0 0

I

I

0 0 0


C1

C2

C3


32

I

I



.
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4. Формируем редуцированную матрицу S =


I (C3)12

(C1)21 I (C1)23

(C3)21 I (C3)23

(C1)32 I

.

5. Вычисляем блочное приближение обратной матрицы S−1 ≈
N∑
p=1

U−1
p

 0p 0

0 Ip

L−1
p .

Далее этот предобусловливатель обозначим Spike+OI (Spike + Overlap Inverse).

Вычислительные эксперименты на двумерной задаче

Все расчеты в двумерном и трехмерном случаях выполнены только с распараллеливанием по
процессам на стандарте MPI без использования двухуровневого подхода MPI+OpenMP.

Для исследований в двумерном случае взята сферическая осесимметричная задача с размером
сетки 4 800 × 5 100 счетных ячеек. Исследовалась работа решателей на шести временных отрез-
ках T1, T2, . . . , T6, каждый из которых характеризует определенную стадию процесса. На каждом
временном отрезке рассчитывалось 40-50 временных шагов, время работы решателя суммировалось.

Проведено исследование масштабирования решения СЛАУ с помощью предобусловливателя, по-
лученного по алгоритму 1, а также его сравнение:

– с блочным предобусловливателем Якоби (BJ);
– с треугольной блочной с перекрытием аппроксимацией обратной матрицы (метод приближения

дополнения Шура применительно к исходной задаче, обозначенный далее как Overlap Inverse);
– с предобусловливателем Spike+OI (см. алгоритм 2).

Отметим, что все применяемые в экспериментах предобусловливатели разработаны на одной и
той же собственной базе низкоуровневых подпрограмм линейной алгебры, что позволяет исключить
влияние качества реализации на процесс сравнения.

Параметры ILU(t)-разложений на процессах брались одинаковыми во всех методах, в частно-
сти, пороговое значение для фильтрации бралось равным 0,001. Итерации проводились мето-

дом BiCGStab [11] c критерием точности µ = max
i

∣∣∣∣∣∣fi −
∑
j

aijxj

∣∣∣∣∣∣
|fi|+

∑
j

|aijxj |
≤ 10−12. Число уровней раз-

ложения в Spike+OI и Schur+OI равнялось 1.
В табл. 1 представлено время решения СЛАУ с предобусловливателем Schur+OI при изменении

количества процессов от 56 до 560. Эффективность распараллеливания относительно 56 процессов
составляет от 50 до 80%. В некоторых случаях наблюдается удвоение числа итераций.

В табл. 2 приведено сравнение времени решения СЛАУ на всех временных отрезках с использова-
нием четырех предобусловливателей. Хуже всего показатели у блочного метода Якоби, наилучшими
с практически идентичными результатами оказались реализации методов Spike+OI и Schur+OI.

Вычислительные эксперименты на трехмерных задачах

Для исследований взято три задачи. В задаче 1 задана совокупность сферических и цилиндриче-
ских тел с разными наборами веществ. В ней бралось восемь временных интервалов: T11, T12, . . . ,
T18. Число ячеек сетки менялось от 40 до 20 миллионов. В задачах 2 и 3 — сферы с различными
наборами веществ. Размеры сеток — 1млн ячеек и 9,15млн соответственно. В задаче 2 бралось два
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Таблица 1
Время решения двумерной задачи, число итераций и эффективность распараллеливания при
использовании метода Schur+OI

Кол-во Показатель T1 T2 T3 T4 T5 T6
процессов

Время решения 695,85 617,11 1 226,78 969,20 844,92 464,88
56 Итерации 3 716 3 506 6 751 5 054 3 957 1 916

Эффективность 100% 100% 100% 100% 100% 100%
Время решения 260,54 400,42 713,43 379,53 331,31 186,16

140 Итерации 3 722 5 996 10 291 5 172 3 987 2 041
Эффективность 107% 62% 69% 102% 102% 100%
Время решения 130,11 204,60 366,68 202,39 191,99 107,77

280 Итерации 3 753 6 064 10 977 5 531 4 719 2 317
Эффективность 107% 60% 67% 96% 88% 86%
Время решения 85,14 126,76 246,59 143,73 150,77 81,18

560 Итерации 4 609 7 227 13 494 7 604 7 569 3 597
Эффективность 82% 49% 50% 67% 56% 57%

Таблица 2
Время решения двумерной задачи и число итераций при использовании четырех методов на
280 процессах

Метод Показатель T1 T2 T3 T4 T5 T6

Время решения 344,7 647,4 1 756,0 2 108,0 2 098,0 1 058,2BJ Итерации 13 178 23 693 75 500 79 640 78 204 34 543
Время решения 178,76 379,34 496,65 291,50 520,71 322,88Overlap Inverse Итерации 5 377 11 645 15 166 8 633 15 408 8 754
Время решения 130,11 204,60 366,68 202,39 191,99 107,77Schur+OI Итерации 3 753 6 064 10 977 5 531 4 719 2 317
Время решения 123,8 200,4 374,5 201,7 183,6 98,5Spike+OI Итерации 3 722 6 065 10 931 5 456 4 565 2 212

временных интервала: T21 и T22, в задаче 3 — четыре интервала: T31, . . . , T34. На всех времен-
ных интервалах выполнялось 50 шагов по времени, время работы решателя суммировалось по всем
шагам.

Проведено исследование масштабирования решения СЛАУ с помощью предобусловливате-
ля Schur+OI, а также сравнение:

– с блочным предобусловливателем Якоби;
– с неполной блочной аппроксимацией обратной матрицы [7] (применительно к исходной матри-

це);
– с предобусловливателем Spike+OI.

Параметры LU(t)-разложений на процессах брались одинаковыми во всех методах. Итерации

проводились методом BiCGStab [11] c критерием точности µ = max
i

∣∣∣∣∣∣fi −
∑
j

aijxj

∣∣∣∣∣∣
|fi|+

∑
j

|aijxj |
≤ 10−12.

На рис. 4—6 приведены времена решения задач 1—3 в зависимости от числа процессов при ис-
пользовании предобусловливателя Schur+OI. При увеличении числа процессов в 8 раз ускорение
счета составляет от 3,5 до 6,3 раза.
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Рис. 4. Время решения (а) и число итераций (б) в задаче 1 при использовании метода Schur+OI на различном
числе MPI-процессов: � 224; � 420; � 840; � 1 680

Рис. 5. Время решения (а) и число итераций (б) в задаче 2 при использовании метода Schur+OI на различном
числе MPI-процессов: � 28; � 56; � 112; � 224

Рис. 6. Время решения (а) и число итераций (б) в задаче 3 при использовании метода Schur+OI на различном
числе MPI-процессов: � 56; � 112; � 224; � 448

На рис. 7, 8 приведены сравнительные времена и число итераций при решении трехмерных задач
с помощью всех четырех предобусловливателей на 420 процессах. В подавляющем большинстве
случаев лучшим оказался метод Schur+OI. Spike+OI в половине случаев считает так же, как и
Schur+OI, в остальных — заметно медленнее. Блочный метод Якоби показал самые большие вре-
мена решения. Итерация с методом Spike+OI более затратна по времени, чем с методом Schur+OI
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Рис. 7. Времена решения СЛАУ четырьмя методами в трехмерных задачах: � BJ; � Overlap Inverse;
� Schur+OI; � Spike+OI

Рис. 8. Количество итераций при решении трехмерных задач: � BJ; � Overlap Inverse; � Schur+OI;
� Spike+OI

(например, показательны расчеты задачи 1 на интервалах T12 и T16). Также стоит отметить, что
отношение времени работы лучшего метода к худшему заметно меньше, чем в двумерных расчетах.

Заключение

В статье приведено описание параллельного предобусловливателя, основанного на многоуровне-
вом ILU(t)-разложении матриц дополнения Шура в комбинации с неполной блочной аппроксима-
цией обратной матрицы, а также предобусловливателя из семейства методов Spike. Приведены
сравнительные результаты параллельного решения СЛАУ с помощью различных предобусловлива-
телей на примере использования методов в блоке теплопроводности методики КОРОНА.

Во всех сериях расчетов блочный метод Якоби оказался явным аутсайдером. Предобусловливате-
ли, основанные на редуцированных матрицах, в двумерных расчетах показали наилучшие и почти
идентичные результаты. С переходом к трехмерной постановке при использовании метода на основе
алгоритма Spike в части задач возникли проблемы со сходимостью итерационного процесса.

Эффективность распараллеливания метода Schur+OI в двумерном случае составила от 50 до
80% при росте числа процессов в 10 раз. В трехмерном случае с ростом числа процессов в 7-8 раз
ускорение составило от 3,4 до 6,2 раза.
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УДК 519.6

РЕШАТЕЛЬ РИМАНА HLLEM
ДЛЯ ТРЕХМЕРНОЙ МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ СОСТОЯНИЯ

И. В. Глазырин, А. В. Ершова, Н. А. Михайлов
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИТФ им. академ. Е. И. Забабахина",

г. Снежинск Челябинской области)

Предложено обобщение решателя Римана HLLEM на трехмерный многокомпонент-
ный случай с произвольными уравнениями состояния компонентов для произвольной
неструктурированной сетки. Выведены правые и левые собственные векторы матри-
цы Якоби для трехмерной многокомпонентной газодинамической системы уравнений
с произвольным уравнением состояния. Предложенный решатель реализован в рам-
ках трехмерной эйлеровой методики "Фокус", использующей метод конечных объемов.
Тестирование проведено на двух плоских задачах Римана на трехмерных кубической
и неструктурированной сетках с уравнением состояния идеального газа и двучленным
уравнением состояния. Тестирование показало эффективность предложенного подхо-
да.

Ключевые слова: многокомпонентная газовая динамика, решатель Римана, HLLEM,
собственные векторы, произвольное уравнение состояния, трехмерная неструктуриро-
ванная сетка.

Введение

Впервые решатель Римана HLLEM для системы уравнений одномерной однокомпонентной газо-
вой динамики с произвольным уравнением состояния (УРСом) был описан в работе [1]. Применение
данного решателя позволяет повышать разрешение контактных границ по сравнению с решателем
HLL [2].

В данной работе предложено обобщение решателя Римана HLLEM на трехмерный многоком-
понентный случай для произвольной неструктурированной сетки, при этом УРСы компонентов
могут быть также произвольными. Контактный разрыв (КР) "размазывается" на некотором ко-
личестве вычислительных ячеек, и в этой области используется модель смесей на основе массовых
концентраций [3]. Трехмерная система уравнений многокомпонентной газовой динамики решается в
эйлеровых переменных в декартовой системе координат. Система уравнений моделируется в консер-
вативном виде с изотермическим условием замыкания, т. е. предполагается равенство температур
компонентов.

Для реализации схемы HLLEM были выведены правые и левые собственные векторы матрицы
Якоби для трехмерной многокомпонентной газодинамической системы уравнений с произвольным
УРСом.

Предложенный решатель Римана HLLEM был реализован в рамках трехмерной эйлеровой мето-
дики "Фокус", использующей метод конечных объемов [4]. Потоки консервативных величин через
грани ячеек вычисляются по формуле средних [5]. Значения потоков консервативных величин в
центрах граней ячеек определяются из рассмотрения одномерных задач Римана вдоль нормалей
к граням ячеек. Реконструкция величин на гранях ячеек выполняется с применением подхода
TVD-ограничителей наклона (Total Variation Diminishing) [6]. Решение по времени производится по
двухстадийной схеме Рунге—Кутты.
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Тестирование проведено на двух плоских задачах Римана на трехмерной неструктурированной
сетке с УРСом идеального газа и двучленным УРСом. Тестирование показало эффективность пред-
ложенного подхода.

Постановка задачи

Газовая динамика описывается уравнениями неразрывности, движения и энергии, выражающими
законы сохранения массы, импульса и полной энергии.

Трехмерная система уравнений многокомпонентной газовой динамики в виде законов сохранения
в эйлеровых переменных в декартовой системе координат имеет вид

∂u

∂t
+∇ · f (u) = 0. (1)

Здесь u = (ρ, ρvx, ρvy, ρvz, ρE, ρY1, . . . , ρYM )т — вектор консервативных переменных, где ρ — плот-
ность, ~v = (vx, vy, vz) — скорость, Y1, . . . , YM — массовые доли M компонентов смеси веществ, под-

чиняющиеся условию нормировки
M∑
k=1

Yk ≡ 1; f = (fx, fy, fz) — тензор, состоящий из векторов физи-

ческих потоков в каждом из направлений:

f (u) =



ρvx ρvy ρvz

ρv2x + p ρvxvy ρvxvz

ρvyvx ρv2y + p ρvyvz

ρvzvx ρvzvy ρv2z + p

(ρE + p) vx (ρE + p) vy (ρE + p) vz

ρY1vx ρY1vy ρY1vz

. . . . . . . . .

ρYMvx ρYMvy ρYMvz



, (2)

где p — давление, ρE = ρε + 0,5ρ
(
v2x + v2y + v2z

)
— полная энергия среды, ε — удельная внутрен-

няя энергия. Зависимости удельной внутренней энергии и давления от плотности и температуры
определяются УРСом.

Описание численной схемы

Дискретизация пространственной и временной частей системы уравнений газовой динамики про-
водится раздельно в соответствии с методом линий [7]. Для временной дискретизации используется
метод Рунге—Кутты из класса SSP (Strong Stability Preserving) [8] второго порядка аппроксимации.
Для пространственной дискретизации используется конечно-объемная схема типа Годунова [2, 9]
второго порядка аппроксимации. Метод конечных объемов заключается в интегрировании уравне-
ний по ячейкам вычислительной сетки [10] и последующей дискретизации интегральных членов.

В методике "Фокус" [4] используется трехмерная неструктурированная вычислительная сетка,
состоящая из ячеек с произвольным количеством граней. Количество вершин каждой грани не фик-
сировано. Все величины относятся к центрам ячеек. Любая внутренняя грань разделяет только две
ячейки, одна из которых назначается ячейкой-хозяином, другая — ячейкой-соседом, как показано
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Рис. 1. Ячейки сетки

на рис. 1. Индекс P обозначает ячейку-хозяина
грани, индекс N — ячейку-соседа; ~djP — вектор,
соединяющий центр ячейки-хозяина грани j и
центр этой грани; ~djN — вектор, соединяющий
центр грани j и центр ее ячейки-соседа. Нор-
маль к грани направлена от ячейки-хозяина к
ячейке-соседу.

Интегрирование системы (1) по объему i-й вы-
числительной ячейки дает

∂ 〈u〉i
∂t

+
1

|Vi|

∫
Vi

∇ · f (u) dV = 0, (3)

где 〈u〉i ≡
∫
Vi

u dV

/
|Vi| — среднеинтеграль-

ное значение u по i-й ячейке; Vi — объем i-й
ячейки. C применением теоремы Гаусса—Остро-

градского уравнение (3) записывается в виде

∂ 〈u〉i
∂t

+
1

|Vi|

∫
Si

f (u) · ~dS = 0,

где Si — площадь поверхности i-й ячейки; ~dS ≡ ~n dS — вектор внешней нормали к поверхности,
имеющей площадь dS. Поскольку вычислительная ячейка является многогранником, то можно
перейти от интеграла по всей поверхности ячейки к сумме интегралов по ее граням:

∂ 〈u〉i
∂t

+
1

|Vi|
∑
j

∫
Sj

f (u) · ~dS = 0, (4)

где j — индекс грани i-й ячейки. Поверхностные интегралы по граням ячеек аппроксимируются со
вторым порядком точности по формуле средних [5]:∫

Sj

f (u) · ~dS ≈ Sj
(
f (u)j · ~nj

)
= Sjfn (u)j ,

где Sj — площадь j-й грани; ~nj — нормаль к j-й грани; fn (u)j — нормальный поток в центре j-й
грани.

Проекция (2) на единичную нормаль ~n = (nx, ny, nz) к грани ячейки вычисляется как

fn (u) = (ρvn, ρvxvn + nxp, ρvyvn + nyp, ρvzvn + nzp, (ρE + p) vn, ρY1vn, . . . , ρYMvn)т , (5)

где vn = nxvx + nyvy + nzvz — нормальная составляющая скорости.
Для аппроксимации нормальных потоков fn (u)j используется тот или иной решатель Римана [2]:

fn (u)j ≈ Fn

(
uPj ,u

N
j

)
. В настоящей работе будут рассматриваться решатели HLL и HLLEM. В

методике "Фокус" используется реконструкция плотности, температуры, скорости и массовых долей
на гранях ячеек с применением подхода TVD-ограничителей наклона [6], в частности minmod или
vanLeer [4].

Методы Рунге—Кутты из класса SSP обладают свойством сохранения устойчивости решения в
смысле ∥∥un+1

∥∥ ≤ ‖un‖+K1∆t, K1 = const,
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если этим свойством обладает метод Эйлера первого порядка. Таким образом, если после некоторой
пространственной дискретизации (4) и дискретизации по времени методом Эйлера полученная схема
будет обладать, например, свойством неувеличения полной вариации решения TVD [11], то этим же
свойством будет обладать и схема с той же пространственной дискретизацией, но с методом SSP
Рунге—Кутты для дискретизации по времени.

В методике "Фокус" используется явный двухстадийный метод SSP Рунге—Кутты второго поряд-
ка аппроксимации

u∗ = u + ∆tnL (un) ; un+1 = 0,5un + 0,5u∗ + 0,5∆tnL (u∗) ,

где L — оператор пространственной дискретизации; ∆tn — шаг по времени с n-го временного слоя
на (n+ 1)-й.

Шаг по времени ∆tn определяется из условия Куранта

∆tn max
j

max
{∣∣∣a+,nj

∣∣∣ , ∣∣∣a−,nj

∣∣∣}∣∣∣~djP ∣∣∣+
∣∣∣~djN ∣∣∣

 ≤ C,
где a+,nj , a−,nj — оценки для максимальной и минимальной скоростей распространения волн от рас-
пада произвольного разрыва на j-й грани на n-м временном слое; C — число Куранта, которое
задается исходя из условия устойчивости и обеспечения неосциллирующих свойств схемы. Также на-
кладывается ограничение на скорость изменения шага по времени ∆tn+1 < K2∆t

n; типичное значе-
ние постоянной K2 = 1,1.

Решатель Римана HLL

С помощью решателя HLL находится состояние, усредненное по всем волнам, возникающим в
результате распада разрыва [12]. Потоки консервативных величин в точке начального разрыва
определяются с использованием данного состояния. Выражение для потоков при произвольной
ориентации грани можно получить, подставив в выражение для случая координатного направления
вектор нормального к грани физического потока (5). Численные потоки HLL в центре грани j
имеют вид

fHLL
n,j =



Fn

(
uPj

)
, если a−j > 0;

a+j Fn

(
uPj

)
− a−j Fn

(
uNj

)
a+j − a

−
j

+
a+j a

−
j

a+j − a
−
j

(
uNj − uPj

)
, если a−j ≤ 0 < a+j ;

Fn

(
uNj

)
, если a+j ≤ 0;

a−j = min

{
λ1

(
∂Fn
∂u

(
uPj
))

, λ1

(
∂Fn
∂u

(
uNj
))}

;

a+j = max

{
λM+5

(
∂Fn
∂u

(
uPj
))

, λM+5

(
∂Fn
∂u

(
uNj
))}

,

где λ1
(
∂Fn
∂u

)
= vn−c, λM+5

(
∂Fn
∂u

)
= vn+c— минимальное и максимальное собственные значения

гиперболической системы
∂u

∂t
+
∂Fn (u)

∂n
= 0; (6)

c — скорость звука, определяемая используемым УРСом.
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Решатель Римана HLLEM

Решатель HLLEM является модификацией решателя HLL с дополнительным слагаемым в числен-
ном потоке, учитывающим КР. Численные потоки HLLEM в центре грани j, соответственно, имеют
вид

fHLLEM
n,j =


Fn

(
uPj

)
, если a−j > 0;

fHLL
n,j − ϕ

a+j a
−
j

a+j − a
−
j

R∗ (u) δ (u)L∗ (u)
(
uNj − uPj

)
, если a−j ≤ 0 < a+j ;

Fn

(
uNj

)
, если a+j ≤ 0,

где ϕ ∈ [0; 1] — множитель перехода от решателя HLL (при ϕ = 0) к решателю HLLEM; R∗ (u) и
L∗ (u) — матрицы правых и левых собственных векторов, соответствующих собственным значениям

λ2 = . . . = λM+4 = vn; δ (u) — диагональная матрица с элементами вида
a+j − a

−
j

a+j − a
−
j + 2 |vn|

.

Вывод собственных значений и векторов

В решателе Римана HLLEM используются собственные значения и собственные векторы реша-
емой гиперболической системы уравнений (6). Для их нахождения составляется матрица Якоби
из частных производных всех компонент вектора Fn по всем компонентам вектора u. Элементы

матрицы Якоби обозначим Aij =
∂Fi
∂uj

.

Распишем компоненты гиперболической системы уравнений (6):

u =



u0 = ρ

u1 = ρvx

u2 = ρvy

u3 = ρvz

u4 = ρE

uk+4 = ρYk = ρk


, Fn =



F0 = ρvn

F1 = ρvxvn + nxp

F2 = ρvyvn + nyp

F3 = ρvzvn + nzp

F4 = (ρE + p) vn

Fk+4 = ρYkvn = ρkvn


,

где k = 1,M , M — число компонентов смеси с условием нормировки их долей
M∑
k=1

Yk = 1. Общее

число уравнений в системе получается равным M + 5.
Выразим компоненты вектора Fn через компоненты вектора u:

F0 = u1nx + u2ny + u3nz;

F1 = u−10 u21nx + u−10 u1u2ny + u−10 u1u3nz + nxp;

F2 = u−10 u1u2nx + u−10 u22ny + u−10 u2u3nz + nyp;

F3 = u−10 u1u3nx + u−10 u2u3ny + u−10 u23nz + nzp;

F4 = u−10 u4 (u1nx + u2ny + u3nz) + u−10 (u1nx + u2ny + u3nz) p;

Fk+4 = u−10 uk+4 (u1nx + u2ny + u3nz) .

Давление p вычисляется из УРСа и зависит от плотностей компонентов ρk и удельной внутренней
энергии ε, которую, в свою очередь, тоже можно выразить через компоненты вектора u: ε = u−10 u4−
− 0,5u−20

(
u21 + u22 + u23

)
.
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Частные производные давления по компонентам вектора u будут иметь следующий вид:

∂p

∂u0
=
(
v2 − E

)
p′ρE ;

∂p

∂u1
= −vxp′ρE ;

∂p

∂u2
= −vyp′ρE ;

∂p

∂u3
= −vzp′ρE ;

∂p

∂u4
= p′ρE ;

∂p

∂uk+4
= p′ρYk ,

где введены обозначения: p′ρE =
1

ρ

∂p

∂ε
; p′ρYk =

∂p

∂ (ρYk)
. Производные давления по удельной внутрен-

ней энергии и плотностям компонентов вычисляются из УРСов.
Приведем ненулевые элементы матрицы A:

A01 = nx; A02 = ny; A03 = nz; A10 = −vxvn + nx
(
v2 − E

)
p′ρE ; A11 = vxnx + vn − vxnxp′ρE ;

A12 = vxny − vynxp′ρE ; A13 = vxnz − vznxp′ρE ; A14 = nxp
′
ρE ; A1,k+4 = nxp

′
ρYk

;

A20 = −vyvn + ny
(
v2 − E

)
p′ρE ; A21 = vynx − vxnyp′ρE ; A22 = vyny + vn − vynyp′ρE ;

A23 = vynz − vznyp′ρE ; A24 = nyp
′
ρE ; A2,k+4 = nyp

′
ρYk

; A30 = −vzvn + nz
(
v2 − E

)
p′ρE ;

A31 = vznx − vxnzp′ρE ; A32 = vzny − vynzp′ρE ; A33 = vznz + vn − vznzp′ρE ; A34 = nzp
′
ρE ;

A3,k+4 = nzp
′
ρYk

; A40 = −vnH + vn
(
v2 − E

)
p′ρE ; A41 = nxH − vxvnp′ρE ;

A42 = nyH − vyvnp′ρE ; A43 = nzH − vzvnp′ρE ; A44 = vn + vnp
′
ρE ; A4,k+4 = vnp

′
ρYk

;

Ak+4,0 = −Ykvn; Ak+4,1 = Yknx; Ak+4,2 = Ykny; Ak+4,3 = Yknz; Ak+4,k+4 = vn,

где H = E + p/ρ — удельная полная энтальпия; E = ε+ 0,5v2 — удельная полная энергия.
Собственные значения λ квадратной матрицы A с размерами (M + 5) × (M + 5) находятся из

условия |A− λI| = 0, где I — единичная диагональная матрица. После некоторого ряда действий
над строками и столбцами определителя, не меняющих его значения, можно привести определитель
к блочному виду:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣ B1 B2

0 B3

∣∣∣∣∣∣ .
Здесь B1 и B3 — квадратные матрицы с размерами 5× 5 и M ×M соответственно:

B1 =



vn − λ nx ny nz 0

nxc
2 vn − λ− vxnxp′ρE −vynxp′ρE −vznxp′ρE nxp

′
ρE

nyc
2 −vxnyp′ρE vn − λ− vynyp′ρE −vznyp′ρE nyp

′
ρE

nzc
2 −vxnzp′ρE −vynzp′ρE vn − λ− vznzp′ρE nzp

′
ρE

vnc
2 −vxvnp′ρE −vyvnp′ρE −vzvnp′ρE vn − λ+ vnp

′
ρE


;

B3 =


vn − λ 0 . . . 0

0 vn − λ . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . vn − λ

 ; B2 =



0 0 . . . 0

nxp
′
ρY1

nxp
′
ρY2

. . . nxp
′
ρYM

nyp
′
ρY1

nyp
′
ρY2

. . . nyp
′
ρYM

nzp
′
ρY1

nzp
′
ρY2

. . . nzp
′
ρYM

vnp
′
ρY1

vnp
′
ρY2

. . . vnp
′
ρYM


,

где квадрат скорости звука c2 для адиабатического случая при изэнтропическом движении вычис-
ляется по формуле

c2 =
M∑
k=1

Yk
∂p

∂ (ρYk)
+

p

ρ2
∂p

∂ε
.
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Тогда из теории блочных матриц [13]

|A− λI| = |B1| |B3| = (vn − λ)M+3
[
(vn − λ)2 − c2

]
.

Собственные значения матрицы A будут соответственно (по возрастанию) равны λ1 = vn − c; λ2 =
= . . . = λM+4 = vn; λM+5 = vn + c.

Для каждого собственного значения из решения матричного уравнения Ax = λx можно найти
вектор-столбец x = (x1, x2, . . . , xM+5)

т — правый собственный вектор матрицы A.
Для случая λ 6= vn базисными переменными системы уравнений являются x2, x3, x4, x5 и все xk+5

(k = 1,M), зависящие от x1. При этом общее решение системы имеет вид

x2 = x1 [vx − (vn − λ)nx] ; x3 = x1 [vy − (vn − λ)ny] ; x4 = x1 [vz − (vn − λ)nz] ;

x5 = x1 [H − vn (vn − λ)] ; xk+5 = x1Yk.

Пусть x1 = 1, тогда собственному значению λ1 соответствует вектор-столбец x = (1, vx − cnx,
vy − cny, vz − cnz, H − cvn, Y1, . . . , YM )т, а значению λM+5 — x = (1, vx + cnx, vy + cny, vz + cnz,
H + cvn, Y1, . . . , YM )т.
Для случая λ = vn базисными переменными системы уравнений являются x1 и x5, зависящие от

x2, x3, x4 и всех xk+5 (k = 1,M). Общее решение системы имеет вид

x1 =
nx
vn
x2 +

ny
vn
x3 +

nz
vn
x4;

x5 = x2

[
vx −

nx
vn

(
v2 − E

)]
+ x3

[
vy −

ny
vn

(
v2 − E

)]
+ x4

[
vz −

nz
vn

(
v2 − E

)]
+

M∑
k=1

Xkxk+5,

где введено обозначение Xk = −
p′ρYk
p′ρE

, k = 1,M .

Составим M + 3 линейно независимых вектора x:

1. При x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0 и всех xk+5 = 0 имеем x =

(
nx
vn
, 1, 0, 0, vx −

nx
vn

(
v2 − E

)
, 0, . . . , 0

)т

.

2. При x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0 и всех xk+5 = 0 имеем x =

(
ny
vn
, 0, 1, 0, vy −

ny
vn

(
v2 − E

)
, 0, . . . , 0

)т

.

3. При x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1 и всех xk+5 = 0 имеем x =

(
nz
vn
, 0, 0, 1, vz −

nz
vn

(
v2 − E

)
, 0, . . . , 0

)т

.

Остальные M векторов-столбцов получим, полагая xk+5 = 1 при фиксированном k (k = 1,M), а
остальные независимые переменные — равными 0. Тогда x = (0, 0, 0, 0, Xk, δ)т, где δ — вектор,
состоящий из нулей и единицы на (k + 5)-м месте.

Для каждого собственного значения из решения матричного уравнения yA = yλ можно найти
вектор-строку y = (y1, y2, . . . , yM+5) — левый собственный вектор матрицы A.

Для случая λ 6= vn базисными переменными системы уравнений являются y1, y2, y3, y4 и все yk+5

(k = 1,M), зависящие от y5. Общее решение системы имеет вид

y1 = y5

[
vn (vn − λ)

p′ρE
+ v2 − E

]
;

y2 = −y5

(
vn − λ
p′ρE

nx + vx

)
; y3 = −y5

(
vn − λ
p′ρE

ny + vy

)
; y4 = −y5

(
vn − λ
p′ρE

nz + vz

)
;

yk+5 = −Xky5.
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Пусть y5 = 1, тогда значению λ1 соответствует вектор-строка y =

(
cvn
p′ρE

+ v2 − E,

−vx −
cnx
p′ρE

, −vy −
cny
p′ρE

, −vz −
cnz
p′ρE

, 1, −X1, . . . , −XM

)
, а значению λM+5 — y =

(
− cvn
p′ρE

+ v2 − E,

−vx +
cnx
p′ρE

, −vy +
cny
p′ρE

, −vz +
cnz
p′ρE

, 1, −X1, . . . , −XM

)
.

Для случая λ = vn базисными переменными системы уравнений являются y1 и y5, зависящие от
y2, y3, y4 и всех yk+5 (k = 1,M). Общее решение системы имеет вид

y1 = y2

(
nx
vn
H − vx

)
+ y3

(
ny
vn
H − vy

)
+ y4

(
nz
vn
H − vz

)
−

M∑
k=1

Ykyk+5;

y5 = −nx
vn
y2 −

ny
vn
y3 −

nz
vn
y4.

Составим M + 3 линейно независимых вектора y:

1. При y2 = 1, y3 = 0, y4 = 0 и всех yk+5 = 0 имеем y =

(
nx
vn
H − vx, 1, 0, 0,−

nx
vn
, 0, . . . , 0

)
.

2. При y2 = 0, y3 = 1, y4 = 0 и всех yk+5 = 0 имеем y =

(
ny
vn
H − vy, 0, 1, 0,−

ny
vn
, 0, . . . , 0

)
.

3. При y2 = 0, y3 = 0, y4 = 1 и всех yk+5 = 0 имеем y =

(
nz
vn
H − vz, 0, 0, 1,−

nz
vn
, 0, . . . , 0

)
.

Оставшиеся M векторов-строк получим при фиксированном k (k = 1,M): yk+5 = 1, а остальные
независимые переменные равны 0. Тогда y = (−Yk, 0, 0, 0, 0, δ), где δ — вектор, состоящий из нулей
и единицы на (k + 5)-м месте.

Из найденных правых собственных векторов составляется матрица R, из левых — матрица L.
Матрицы R и L должны обладать следующими свойствами: 1) LAR = Λ или A = RΛL, где Λ —
диагональная матрица, составленная из собственных значений; 2) выполняется условие нормировки:
LR = I — единичная матрица.

Полученные матрицы R и L условию нормировки не удовлетворяют. После некоторого ряда
действий над строками матрицы левых собственных векторов и столбцами матрицы правых соб-
ственных векторов получен итоговый вид матриц R и L, удовлетворяющих указанным свойствам:

R =



1 2 0 0 0 . . . 0 1

vx − cnx 2vx 0 −nz 0 . . . 0 vx + cnx

vy − cny 2vy nz 0 0 . . . 0 vy + cny

vz − cnz 2vz −ny nx 0 . . . 0 vz + cnz

H − cvn 2

(
H − c2

p′ρE

)
vynz − vzny vznx − vxnz X1 . . . XM H + cvn

Y1 2Y1 0 0 1 . . . 0 Y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

YM 2YM 0 0 0 . . . 1 YM



;
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L =



vn
2c

+
(
v2 − E

)
ξ −vxξ −

nx
2с

−vyξ −
ny
2с

−vzξ −
nz
2с

ξ −X1ξ . . . −XMξ

1

2
−
(
v2 − E

)
ξ vxξ vyξ vzξ −ξ X1ξ . . . XMξ

vnny − vy
nz

−nxny
nz

1− n2y
nz

−ny 0 0 . . . 0

vx − vnnx
nz

n2x − 1

nz

nxny
nz

nx 0 0 . . . 0

−Y1 0 0 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−YM 0 0 0 0 0 . . . 1

−vn
2c

+
(
v2 − E

)
ξ −vxξ +

nx
2с

−vyξ +
ny
2с

−vzξ +
nz
2с

ξ −X1ξ . . . −XMξ



,

где введено обозначение ξ = p′ρE/(2c
2).

Таким образом, получено обобщение матриц правых и левых собственных векторов на трехмер-
ный многокомпонентный случай с произвольными УРСами веществ. В литературе можно встретить
примеры вывода собственных векторов для других случаев, которые можно считать частными. При
допущении соответствующих упрощений векторы, полученные в данной работе, совпадают с приве-
денными в других источниках. Например, для УРСа идеального газа есть согласие результатов в
одномерных однокомпонентном [14] и двухкомпонентном [15] случаях, а также для x-направления
трехмерного однокомпонентного случая [2, 16]. Для произвольного УРСа есть согласие в одномер-
ном двухкомпонентном случае [17].

Численные результаты

В качестве тестов для проверки эффективности описанного решателя Римана HLLEM по срав-
нению с решателем HLL рассматриваются две задачи о распаде произвольного разрыва с УРСом
идеального газа и двучленным УРСом. Задачи моделируют одномерное течение в трехмерном про-
странстве. По оси OX расчетная область разделена на две половины с разными параметрами ве-
ществ. Задачи сформулированы так, что движение за счет повышенного давления в левой половине
области компенсируется заданной скоростью, поэтому КР остается на месте. Такая формулировка
задач позволяет оценивать диффузионные свойства разностных схем на КР.

Постановка задачи 1 (с УРСом идеального газа). Расчетная область: x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 0,1],
z ∈ [0; 0,1]; время счета t ∈ (0; 0,008].

Начальные условия (t = 0):

(ρ, (vx, vy, vz) , p, Y1, Y2) =

 (1; (−19,59745; 0; 0) ; 1 000; 1; 0) , x ∈ [0; 0,5] ,

(1; (−19,59745; 0; 0) ; 0,01; 0; 1) , x ∈ (0,5; 1] .

Граничные условия: при x = 0, x = 1 — свободные границы (нулевой градиент всех величин),
остальные границы — жесткие стенки со скольжением (нулевые градиенты всех величин, кроме
нормальной компоненты скорости, которая сама имеет нулевое значение).

УРС для обоих веществ — как для идеального газа: p = (γ − 1) ρε, ε = cV T , γ1 = γ2 = 1,4,
cV 1 = cV 2 = 0,833.

Эталонное решение задачи 1 — аналитическое решение задачи о распаде произвольного разрыва
на конечный момент времени.

Постановка задачи 2 (с двучленным УРСом). Расчетная область: x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 0,1],
z ∈ [0; 0,1]; время счета t ∈ (0; 0,01].
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Начальные условия (t = 0):

(ρ (vx, vy, vz) , p, Y1, Y2) =

 (3; (−9,7875; 0; 0) ; 1 000; 1; 0) , x ∈ [0; 0,5] ,

(3; (−9,7875; 0; 0) ; 0,01; 0; 1) , x ∈ (0,5; 1] .

Граничные условия совпадают с условиями задачи 1.
Для обоих веществ (газов) взят УРС в форме Ми—Грюнайзена, p = pт + pх:

pт = (γ − 1) ρεт, εт = cV T, γ1 = γ2 = 2, cV 1 = cV 2 = 12,3888;

pх =
ρ0kc

2
0k

n
(δn − 1) , εх =

c20k
δn (n− 1)

(δn − nδ + n− 1) ,

δ =
ρ

ρ0k
, ρ0k = 2,7, c0k = 0,0575, n = 3.

Эталонное решение задачи 2 — решение задачи по одномерному коду "Волна" [18] на лагранжевой
сетке c 1 000 ячеек.

Все численные расчеты выполнены с использованием ограничителя minmod и числа Куранта
C = 0,1. Расчеты проводились на следующих сетках:

1) кубические: сетка 1 — 100 × 10 × 10 ячеек; сетка 2 — 200 × 20 × 20; сетка 3 — 400 × 40 × 40;
сетка 4 — 800× 80× 80;

2) неструктурированные из треугольных и четырехугольных пирамид: сетка 1 — 53 081 ячеек;
сетка 2 — 574 969; сетка 3 — 2 820 472. В одномерном разрезе вдоль x-направления неструктуриро-
ванная сетка 1 соответствует равномерной сетке 1 со 100 ячейками; сетка 2 — равномерной сетке 2
с 200 ячейками; сетка 3 — равномерной сетке 3 с 400 ячейками.

На рис. 2 показано распределение плотности на конечный момент времени на 1/4 части неструк-
турированной сетки 1 для задачи 1.

Распределения плотности на конечный момент времени вдоль одномерного среза для кубической
сетки в 200× 20× 20 ячеек и неструктурированной сетки в 574 969 ячеек показаны на рис. 3. В рас-
четах варьировались значения величины ϕ с шагом 0,1. На кубической сетке расчеты выполнялись
для всех значений ϕ, на неструктурированной сетке — для всех, кроме ϕ = 1 (в ходе расчета с ϕ = 1
появились нефизические осцилляции, не позволившие досчитать задачу до конечного момента вре-
мени). На рис. 3 представлены результаты с максимальным для сетки значением ϕ. Можно видеть,
что решатель HLLEM дает решение, которое по описанию КР ближе к эталонному, чем полученное
с помощью решателя HLL.

Рис. 2. Задача 1. Распределение плотности на конечный момент времени на 1/4 части области неструкту-
рированной сетки 1
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На рис. 4 для задачи 1 показано распределение плотности на конечный момент времени вдоль
одномерного разреза на кубической сетке 4 с 800 ячейками. Представлены графики по обе стороны
от КР. Видно, что решение по HLLEM ближе к эталонному, чем решение по HLL. Также можно
видеть, что есть небольшая немонотонная область в решении по HLLEM при ϕ = 1.

На рис. 5 показан график для температуры. На увеличенном изображении видно, что есть неболь-
шой "бугорок" в решении по HLLEM при ϕ = 1. Там же добавлены результаты при ϕ = 0,3, 0,6

Рис. 3. Плотность вдоль одномерного разреза на сетках 2: а — задача 1; б — задача 2; слева — равномерная
сетка, справа — неструктурированная; — эталон; · · — HLL; ◦ —HLLEM

Рис. 4. Задача 1. Плотность вдоль одномерного разреза на равномерной сетке 4: слева — область слева от
КР; справа — область справа от КР; — эталон; · · — HLL; ◦ — HLLEM, ϕ = 1
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Рис. 5. Задача 1. Температура вдоль одномерного разреза на равномерной сетке 4: справа — увеличенная
область слева от КР; ◦ — HLLEM, ϕ = 1; —HLLEM, ϕ = 0,9; — HLLEM, ϕ = 0,6; —
HLLEM, ϕ = 0,3; · · — HLL; — эталон

и 0,9. Видно, что при увеличении значения ϕ решение становится ближе к эталонному. При этом
немонотонная область не наблюдается при значениях ϕ < 1.

Для каждой задачи исследовались относительная погрешность и порядок сходимости как на ку-
бической, так и неструктурированной сетке.

Относительная погрешность в норме L1 вычислялась вдоль x-направленного одномерного среза
по формуле

∆f =

∑
i
|ρi − ρэ

i |hi∑
i
ρэ
ihi

,

где ρi, ρэ
i — расчетная и эталонная плотности в i-й ячейке; hi — длина i-й ячейки вдоль одномерного

среза.
Для вычисления порядка сходимости рассматривалась величина h — средняя длина ячеек сетки

вдоль одномерного среза. Порядок сходимости для неструктурированных сеток 1—3 с соответству-
ющими средними длинами ячеек h1 > h2 > h3 определялся как [19]

σ = logh1/h3
∆f1
∆f3

,

где ∆f1 и ∆f3 — относительные погрешности, полученные на сетках со средними длинами ячеек h1
и h3 соответственно. Порядок сходимости для равномерных сеток 1—4 со средними длинами ячеек

h1 > h2 > h3 > h4 определялся аналогично: σ = logh1/h4
∆f1
∆f4

.

На рис. 6 показана относительная погрешность для обеих задач. Видно, что относительная по-
грешность убывает с увеличением числа ячеек сетки и увеличением значения ϕ.

В таблице представлены полученные порядки сходимости. Порядок сходимости численного ре-
шения к эталонному по HLLEM больше порядка сходимости по HLL примерно на 10—15%. При
этом задача с УРСом в форме Ми—Грюнайзена оказалась более зависимой от типа сетки: порядок
сходимости на неструктурированной сетке получился примерно на 15% меньше, чем на кубической.

Заключение

Предложено обобщение решателя Римана HLLEM на трехмерный многокомпонентный случай для
произвольной неструктурированной сетки с произвольными УРСами компонентов. Предложенный
решатель Римана HLLEM был реализован в рамках трехмерной эйлеровой методики "Фокус".
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Рис. 6. Относительная погрешность для задачи 1 (а) и задачи 2 (б ): слева — равномерная сетка, справа —
неструктурированная; — HLLEM, ϕ = 1; · · · · — HLLEM, ϕ = 0,9; — HLLEM, ϕ = 0,8; —
HLLEM, ϕ = 0,7; · · · · — HLLEM, ϕ = 0,6; — HLLEM, ϕ = 0,5; — HLLEM, ϕ = 0,4; · · · · — HLLEM,
ϕ = 0,3; — HLLEM, ϕ = 0,2; — HLLEM, ϕ = 0,1; — HLL

Порядок сходимости для каждой задачи, сетки и решателя Римана

Кубическая сетка Неструктурированная сеткаЗадача
HLL HLLEM HLL HLLEM

1 0,73 0,82 0,71 0,83
2 0,72 0,78 0,59 0,68

Проведено тестирование схемы на двух плоских задачах Римана с УРСом идеального газа и
УРСом в форме Ми—Грюнайзена на трехмерных кубических и неструктурированных сетках. Ре-
шатель Римана HLLEM качественнее описывает КР. Скорость убывания погрешности при решателе
HLLEM больше, чем при HLL. Тестирование показало эффективность предложенного решателя Ри-
мана HLLEM.
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РАСЧЕТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
ДЕФОРМИРОВАНИЯ И РАЗРУШЕНИЯ ТРУБЧАТЫХ ОБРАЗЦОВ
СТАЛИ 09Г2С ПРИ РАСТЯЖЕНИИ И ВНУТРЕННЕМ ДАВЛЕНИИ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРОГРАММНОГО МОДУЛЯ
"ЛОГОС ПРОЧНОСТЬ"

А. А. Рябов, В. Н. Речкин, В. А. Барышев, Р. А. Барабанов
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ, г. Саров Нижегородской области)

Приводятся результаты расчетно-экспериментальных исследований особенностей
квазистатического деформирования и разрушения трубчатых образцов стали 09Г2С
при осевом растяжении и действии внутреннего давления. Численное моделирование
напряженно-деформированного состояния образцов при больших деформациях вплоть
до разрушения выполняется с использованием программного модуля "Логос Проч-
ность" на основе полученных в экспериментах истинных диаграмм деформирования
материала. Исследуются предельные уровни интенсивности пластических деформаций
материала образцов в условиях изменяющегося вида напряженного состояния, описы-
ваемого различными параметрами.

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, упругопластическое де-
формирование, разрушение, критерии прочности, метод конечных элементов, пакет
программ "Логос", программный модуль "Логос Прочность".

Введение

В последние десятилетия наблюдаются значительный рост производительности вычислительной
техники и успешное развитие численных методов и программных средств для решения проблем
прочности. Современные комплексы программ, разработанные на основе методов конечных объе-
мов и конечных элементов (КЭ), позволяют эффективно описывать состояние подвижных (газовых
и жидких) сред и деформируемых тел, детально учитывая свойства материалов и конструктивные
особенности реальных изделий. Однако при этом по-прежнему весьма актуальной остается про-
блема разработки и применения достоверных расчетно-экспериментальных критериев прочности
материалов в задачах обоснования надежности и безопасности разрабатываемых изделий.

Разработка современных летательных аппаратов, энергетического оборудования, сложных маши-
ностроительных конструкций и научно-исследовательских установок проходит в условиях возрас-
тающих требований к надежности и безопасности их функционирования. В авиастроении, атомной
энергетике и ряде других областей науки и техники разрабатываемые изделия могут испытывать
повышенные нагрузки в возможных экстремальных ситуациях. Гражданские самолеты должны
обеспечивать безопасность пассажиров как при нормальной эксплуатации, так и в возможных ава-
рийных условиях [1, 2]. Газотурбинные двигатели пассажирских самолетов должны удовлетворять
требованиям безопасности при столкновении с птицами и при обрыве лопатки [2, 3]. Требования
надежности и безопасности необходимо строго соблюдать при проведении сложных физических экс-
периментов [4, 5]. Защитные контейнеры для наземной транспортировки и хранения отработанного
ядерного топлива АЭС должны выдерживать интенсивные нагрузки при падении с высоты 9м на
недеформируемую поверхность [6, 7].
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Об актуальности разработки надежных критериев прочности свидетельствует множество числен-
ных и экспериментальных исследований проблем деформирования и разрушения материалов [8—15],
в которых используются силовые, деформационные, энергетические и другие критерии прочности,
учитывающие вид напряженного состояния в наиболее напряженных зонах.

При формулировании критериев прочности в [8, 10] вид трехосного напряженного состояния ха-
рактеризуется коэффициентом Лоде—Надаи

µσ = 2
σ2 − σ3
σ1 − σ3

− 1,

где σ1 > σ2 > σ3 — главные напряжения. Одноосному растяжению соответствует µσ = −1, сжа-
тию — µσ = 1, чистому сдвигу — µσ = 0.

Для описания трехосности нагружения в работах [13, 16, 17] используется параметр жесткости
напряженного состояния — отношение первого инварианта тензора напряжений к интенсивности
напряжений:

ξ =
σ1 + σ2 + σ3√

σ21 + σ22 + σ23 − σ1σ2 − σ2σ3 − σ3σ1
. (1)

Параметр ξ может меняться в диапазоне −∞ < ξ < +∞, при этом ξ = 1 соответствует одноосному
растяжению, ξ = −1 — одноосному сжатию, ξ = 0 — сдвигу.

В качестве параметра вида напряженного состояния, влияющего на критическую энергию пла-
стической деформации, в работе [15] рассматривается отношение первого инварианта тензора на-
пряжений к длине вектора главных напряжений:

Π =
σ1 + σ2 + σ3√
σ21 + σ22 + σ23

.

Параметр Π может меняться от трехосного сжатия до трехосного растяжения в диапазоне −
√

3 ≤
≤ Π ≤

√
3. При одноосном растяжении Π = 1, сжатии — Π = −1, при чистом сдвиге П = 0.

Использование деформационного критерия прочности в виде критической интенсивности пласти-
ческих деформаций [18] в условиях сложного напряженного состояния предполагает применение
параметра трехосности TF (Triaxiality Factor), который так же, как ξ (1), задается отношением
первого инварианта тензора напряжений к интенсивности напряжений [19]. Отметим, что приве-
денные параметры вида напряженного состояния не однозначны. Так, например, параметрам вида
ξ = TF = 2 и Π = 1,4 может соответствовать как двухосное растяжение: σ1 = σ2 = σ; σ3 = 0, так и
трехосное растяжение с одной доминирующей компонентой: σ1 = σ; σ2 = σ3 = σ/2.

Известно, что вязкому разрушению пластичных конструкционных материалов предшествует ло-
кализация больших деформаций [20], которая начинает развиваться после потери устойчивости про-
цесса деформирования, условием которой по критерию Консидера является равенство [9]

1

σ

dσi
dεi

= M,

где M = 1 при одноосном растяжении и M =
√

3 при внутреннем давлении; σi, εi — интенсивно-
сти истинных напряжений и деформаций соответственно; σ — максимальное истинное нормальное
напряжение в образце.

Для исследования зависимости критериев прочности от вида напряженного состояния при вязком
разрушении материалов широко используются эксперименты по растяжению, кручению и нагруже-
нию внутренним давлением трубчатых образцов [8, 9, 11, 21—23]. В работе [9] рассматривается иде-
ально пластичная трубка под действием растяжения и внутреннего давления. Проводится анализ
напряженного состояния с учетом и без учета сжимаемости материала на основе соотношений теории
течения и теории малых упругопластических деформаций. В работе [11] определены условия поте-
ри устойчивости процесса пластического деформирования, подтвержденные экспериментальными
данными при комбинированном нагружении трубчатых образцов давлением и растяжением. В ста-
тье [23] предлагается метод исследования уравнений состояния и критериев разрушения пластичных
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материалов при сложном нагружении на основе испытаний трубчатых образцов при растяжении,
кручении и внутреннем давлении.

Целями настоящей работы являются численный анализ с использованием программного модуля
"Логос Прочность" [24], входящего в состав многофункционального пакета программ "Логос" [25],
напряженно-деформированного состояния испытанных трубчатых образцов из стали 09Г2С при
больших деформациях при растяжении и внутреннем давлении вплоть до разрушения, сравнение
расчетных данных с результатами испытаний образцов и выявление особенностей процессов дефор-
мирования для определения деформационных критериев прочности.

Определяющие соотношения

Фундаментальное уравнение механики деформируемого твердого тела, выражающее закон сохра-
нения энергии, записывается в форме вариационного принципа Даламбера—Лагранжа [26]∫

V

∫∫
(σijδεij)dV =

∫
V

∫∫
F · δudV +

∫
S

∫
p · δudS, i, j = 1, 3, (2)

где σij — тензор напряжений; δεij — тензор бесконечно малых приращений деформаций; δu— вектор
бесконечно малых приращений перемещений; F = (F1, F2, F3), p = (p1, p2, p3) — векторы объемных
сил и поверхностной нагрузки; V , S — соответственно объем и поверхность деформируемого тела.
Кинематические соотношения, связывающие бесконечно малые приращения деформаций и переме-
щений, строятся на основе модифицированного тензора приращений деформаций Грина [26]. Систе-
ма определяющих соотношений замыкается уравнениями состояния, которые можно представить в
приращениях компонент тензоров напряжений и деформаций [27, 28]. Уравнения состояния при
необходимости дополняются условием текучести, которое в пространстве девиаторов напряжений
принимается в форме поверхности Мизеса. Приращения пластических составляющих деформаций
определяются ассоциированным законом течения [27, 29]:

dεpij = λSij ; SijSij =
2

3
C2
p(χ); Sij = σij − δijσ0, σ0 =

1

3
σii;

dρij = 2Gdεpij , G = G(J), J =

√
2

3

√
ρijρij .

(3)

Здесь λ — параметр, вычисляемый по методике, подробно изложенной в [29], из условия прохожде-
ния текущей поверхности текучести через конец вектора, определяемого компонентами девиатора
напряжений Sij ; Cp(χ) — радиус поверхности текучести; χ — параметр Одквиста; δij — символ Кро-
некера; ρij — тензор микронапряжений, определяющий координаты центра поверхности текучести;
G — модуль анизотропного упрочнения.

Система соотношений (2), (3) полностью определяет деформационное поведение материалов кон-
струкции на шаге нагружения. Для ее решения можно использовать различные численные методы.
В данной работе используется наиболее распространенный в прочностном анализе метод КЭ, реа-
лизованный в программном модуле "Логос Прочность".

Постановка задачи и метод решения

Рассматривается статическое деформирование трубчатых образцов из стали 09Г2С в условиях
одноосного растяжения и действия внутреннего давления. Форма и основные размеры одного из
образцов показаны на рис. 1.

На рис. 2 показаны условные, построенные без учета изменения площади поперечного сече-
ния образца, и истинные диаграммы деформирования, рассчитанные по методикам Давиденкова—
Спиридоновой [21] и Баженова [22] на основе результатов испытаний серии образцов на растяжение.
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Рис. 1. Форма и основные размеры образца из стали 09Г2С

Рис. 2. Диаграммы деформирования образцов из стали 09Г2С
при растяжении: 1 — условные диаграммы; 2 — расчет по ме-
тодике Давиденкова—Спиридоновой; 3 — расчет по методике
Баженова

Видно, что истинные диаграммы, рас-
считанные по двум методикам, близ-
ки и значительно отличаются от услов-
ных диаграмм деформирования. При-
веденные диаграммы деформирования
используются для численного модели-
рования в программном модуле "Логос
Прочность" нелинейного квазистатиче-
ского деформирования указанного об-
разца, размеры которого приведены на
рис. 1, при растяжении и действии внут-
реннего давления.

Для решения задачи разработан ряд
конечно-элементных моделей 1/8 части
образца, состоящих из разного коли-
чества 8-узловых КЭ сплошной сре-
ды, с краевыми условиями симметрии.
Используется модель упругопластиче-
ского материала с изотропным упроч-
нением. На основе серии численных
расчетов с использованием подготов-
ленных конечно-элементных моделей с
различным количеством КЭ проведе-
ны исследования сходимости результа-
тов решений задачи для случая од-
ноосного растяжения образца, кото-
рые показали, что приемлемой по точ-
ности получаемых решений является
конечно-элементная сетка с размером
КЭ ∼ 0,15мм (рис. 3).

Рис. 3. Конечно-элементная модель 1/8 части образца с размером КЭ ∼ 0,15мм

Результаты исследований и их анализ

Результаты численных и экспериментальных исследований больших деформаций образца вплоть
до разрушения при растяжении и внутреннем давлении приведены на рис. 4—9. Анализ результатов
численных расчетов показывает, что траектории деформации в пространстве Ильюшина [27] имеют
малую кривизну, подтверждая применимость соотношений теории течения.
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На рис. 4, а показаны кривые расчетного и экспе-
риментального удлинения образца, размеры кото-
рого приведены на рис. 1, и расчетного изменения
его диаметра в зоне локализации деформаций — об-
разования шейки при растяжении. Видно, что рас-
четные и экспериментальные значения осевых пере-
мещений качественно и количественно близки, что
подтверждает достоверность численного моделиро-
вания больших деформаций образца вплоть до раз-
рушения. На рис. 4, б показаны характер разруше-
ния образца и длина зоны сужения Lш, превышаю-
щая половину длины рабочей части. Минимальный
диаметр образца, замеренный после разрушения в
шейке, отмечен крестиком на рис. 4, а. Пластиче-
ские деформации появляются в образце при осевой
силе N ∼ 43 кН и приводят к заметному росту осе-
вых перемещений. Радиальные перемещения на-
чинают ощутимо возрастать только после потери
устойчивости процесса деформирования и локали-
зации деформаций при достижении максимальной
осевой силы Nmax ∼ 67 кН.

На рис. 5 показано распределение интенсивно-
сти пластических деформаций в образце к моменту
разрушения, полученное по программному модулю
"Логос Прочность". Видно, что разрушению об-
разца предшествует значительное уменьшение диа-
метра и толщины стенки в зоне разрыва, а также
интенсивная локализация деформаций в этой зоне.

Кривые изменений параметров Π, ξ и µσ приве-
дены на рис. 6 (кривые 1—3). Кружками отмечены
значения параметров, соответствующие началу
образования пластических деформаций в образце.

Рис. 4. Осевые (1, 2) и радиальные (3) перемеще-
ния (а) и характер разрушения (б ) в образце при
растяжении: , — расчет; — экспери-
мент

Видно, что при растяжении образца одноосное напряженное состояние сохраняется не только в
области упругих деформаций, но и при упругопластическом деформировании до момента потери
устойчивости процесса деформирования и начала образования шейки при Nmax ∼ 67 кН. С ло-
кализацией деформаций и значительным ростом интенсивности пластических деформаций в зоне
шейки в условиях снижения нагрузки изменение значений параметров Π и ξ свидетельствует о раз-

Рис. 5. Распределение интенсивности пластических деформаций (в отн. ед.) в образце к моменту разру-
шения при растяжении
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Рис. 6. Изменения параметров вида напряженного состояния в рабочей части образца: 1 — Π(N); 2 —
ξ(N); 3 — µσ(N); 4 — Π(p); 5 — ξ(p); 6 — µσ(p)

витии двухосного напряженного состояния, а параметр Лоде—Надаи стремится к µσ ∼ 0,1, указывая
на приближение к условиям чистого сдвига. Разрыв образца происходит при уровне интенсивно-
сти пластических деформаций εi max ∼ 120 %, что превышает значение относительного остаточного
удлинения материала почти в четыре раза (εi max ∼ 4δ). Безразмерные главные напряжения в наи-
более напряженной зоне образца, отнесенные к пределу текучести материала, перед разрушением
образца составляют: σ1 = 3,7; σ2 = 1,6; σ3 = 0.

На рис. 7, а приведены расчетная и экспериментальные кривые изменения диаметра другого ана-
логичного образца в зоне локализации деформаций при действии внутреннего давления.

В расчетной модели образца давление задается только на внутренней цилиндрической поверхно-
сти. При испытаниях внутренняя полость образца герметизируется торцевыми донышками. При
этом растягивающая сила, возникающая от действия давления на донышки, компенсируется сжи-
мающей нагрузкой испытательной установки таким образом, чтобы продольные перемещения сво-
бодного конца были близки к нулю. Из рис. 7, а видно, что, несмотря на некоторые отличия пере-
мещений в начальной стадии нагружения, обусловленные некоторой разностью постановок опыта
и расчета, при увеличении давления расчетные и экспериментальные значения перемещений сбли-
жаются, что подтверждает достоверность моделирования деформирования образца при больших
деформациях. В испытаниях при действии внутреннего давления разрушению образца также пред-
шествует заметная локализация деформаций, которая видна из рис. 7, б по изгибу теней в зоне
трещины. Длина трещины Lт составляет почти четверть рабочей части образца.

Распределение интенсивности пластических деформаций в сечении образца к моменту начала
разрушения показано на рис. 8. Виден характерный изгиб стенки вдоль всей длины рабочей части
образца, наблюдаемый и на рис. 7, б, и на рис. 8. Максимальные расчетные значения интенсивности
пластических деформаций в среднем сечении рабочей части образца перед разрушением достига-
ют εi max ∼ 12 %. Этот уровень интенсивности пластических деформаций на порядок ниже, чем
при растяжении, и более чем в два раза меньше значения остаточного относительного удлинения
материала (εi max ∼ 0,4δ).

Изменение расчетных значений параметров вида напряженного состояния в наиболее нагружен-
ной точке с ростом давления внутри образца показано на рис. 6 (кривые 4—6). До момента появле-
ния пластических деформаций, обозначенного кружком, судя по параметру Лоде—Надаи µσ = −1,0,
напряженное состояние в рабочей части образца — одноосное растяжение, значения параметров Π =
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Рис. 7. Радиальные перемещения (а) и характер разрушения (б ) в рабочей части образца при действии
внутреннего давления: — расчет для одного образца; — эксперименты для двух образцов

Рис. 8. Распределение интенсивности пластических деформаций (в отн. ед.) в образце к моменту начала
разрушения от внутреннего давления

= 0,87 и ξ = 0,87 также указывают на близость к одноосному растяжению. С появлением в образце
пластических деформаций значения параметров начинают плавно меняться и к моменту начала
разрушения составляют: µσ = −0,83; Π = 0,98; ξ = 1,03. Безразмерные главные напряжения перед
разрывом имеют значения: σ1 = 1,75; σ2 = 0,06; σ3 = −0,09. Разрушение материала происходит
в условиях, весьма близких к одноосному растяжению материала трубчатого образца кольцевыми
напряжениями σ1.

Таким образом, при нагружении трубчатых образцов осевой силой и внутренним давлением вид
напряженного состояния и максимальные уровни интенсивности пластических деформаций в наи-
более нагруженной зоне к моменту начала разрушении существенно различаются. Заметим, однако,
что значительный рост пластических деформаций при растяжении трубчатого образца начинается
только с момента потери устойчивости процесса деформирования и проходит при заметном сни-
жении силы. Потеря устойчивости процесса деформирования происходит в условиях одноосного
напряженного состояния при уровне пластических деформаций εi max ∼ 13 %, что весьма близко к
уровню пластических деформаций материала образца к моменту начала разрушения от внутрен-
него давления. После потери устойчивости процесса деформирования образец уже не оказывает
сопротивления приложенной нагрузке.
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Рис. 9. Зависимость интенсивности истинной пластиче-
ской деформации в наиболее напряженных зонах образ-
цов от параметра вида напряженного состояния: —
растяжение образца; — нагружение образца внут-
ренним давлением

В заключение на рис. 9 приводятся рас-
четные зависимости изменения максимально-
го уровня интенсивности истинной пластиче-
ской деформации от значений параметра вида
напряженного состояния Π для рассмотрен-
ных вариантов нагружения трубчатых образ-
цов. Крестиками отмечены уровни истинных
деформаций, при которых произошло разру-
шение образцов.

Анализ расчетных и экспериментальных
данных показывает, что при рассмотренных
вариантах нагружения образцов до потери
устойчивости процесса деформирования па-
раметр Π сохраняет постоянное значение, а
затем по причине потери устойчивости про-
цесса начинает плавно меняться, что свиде-
тельствует об изменении вида напряженного
состояния в наиболее напряженной зоне. Ис-
тинные пластические деформации наиболее
напряженной зоны трубчатого образца в слу-
чае действия внутреннего давления возраста-
ют в условиях, близких к одноосному растя-
жению до и после потери устойчивости про-
цесса деформирования, при незначительном
изменении параметра Π в закритической об-
ласти (после потери устойчивости процесса).

Выводы

На основе анализа полученных результатов расчетно-экспериментальных исследований особен-
ностей квазистатического деформирования и разрушения трубчатых образцов из стали 09Г2С при
осевом растяжении и действии внутреннего давления сделаны следующие выводы:

1. При одноосном растяжении трубчатого образца до потери устойчивости процесса пластическо-
го деформирования параметры вида напряженного состояния в его рабочей части остаются по-
стоянными. Потеря устойчивости процесса (несущей способности материала) происходит при
интенсивности истинной пластической деформации εi max ∼ 13 %, при этом значения парамет-
ров вида напряженного состояния составляют Π = 1; ξ = 1; µσ = −1 и указывают на одноосное
напряженное состояние. В закритической области при постепенном исчерпании несущей спо-
собности материала значения параметров Π, ξ, µσ существенно изменяются. Максимальная
интенсивность истинной пластической деформации в локальной наиболее напряженной зоне
образца перед разрушением возрастает до εi max ∼ 120 %, параметры Π, ξ принимают значения
1,32 и 1,65 соответственно, что свидетельствует о переходе к двухосному напряженному состо-
янию, а параметр µσ = −0,1 указывает на близость к чистому сдвигу. Главные безразмерные
напряжения в наиболее напряженной зоне образца перед разрушением составляют: σ1 = 3,7;
σ2 = 1,6; σ3 = 0.

2. При действии внутреннего давления потеря устойчивости процесса деформирования образца
происходит при εi max ∼ 10 % в условиях одноосного напряженного состояния (Π = 1; ξ = 1;
µσ = −1). Далее при незначительном увеличении интенсивности истинных пластических де-
формаций до εi max ∼ 12 % происходит разрыв образца по образующей. Значения параметров
вида напряженного состояния для наиболее напряженной зоны образца перед разрушением
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изменяются незначительно и составляют µσ = −0,83; Π = 0,98; ξ = 1,03, что свидетельствует
о сохранении напряженного состояния, близкого к одноосному. Главные безразмерные на-
пряжения в наиболее напряженной зоне образца перед разрушением составляют: σ1 = 1,75;
σ2 = 0,06; σ3 = −0,09.

3. Исчерпание несущей способности трубчатого образца при осевом растяжении и внутреннем
давлении реализуется при близких уровнях интенсивности истинных пластических деформа-
ций εi max ∼ 10÷ 13 % в условиях одноосного напряженного состояния наиболее напряженной
зоны рабочей части. В закритической области деформация образца значительно различается.
Под действием внутреннего давления разрушение происходит вскоре после потери устойчиво-
сти процесса деформирования, при εi max ∼ 12 %, а при растяжении образец разрывается при
εi max ∼ 120 %; при этом в закритической области с ростом силы параметры вида напряжен-
ного состояния в наиболее напряженной зоне заметно меняются.

4. Результаты проведенных расчетных исследований указывают на необходимость учета истории
деформирования наиболее напряженных зон материала при выборе и определении критерия
разрушения. В практической работе при обосновании прочности сложных изделий в экстре-
мальных условиях нагружения необходимо на основе численного моделирования выявлять
траектории деформирования в наиболее нагруженных точках, затем проводить испытания на
образцах в условиях их нагружения по этим траекториям вплоть до разрушения и на основе
анализа полученных результатов определять критерий разрушения.

5. Программный модуль "Логос Прочность" версии 2022 года позволяет с хорошей точностью
моделировать процессы нелинейного квазистатического деформирования материалов вплоть
до разрушения.
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ВОЗМОЖНОСТИ ПОСТРОЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ СЕТОК
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ АЭРО- И ГИДРОДИНАМИКИ

В ПАКЕТЕ ПРОГРАММ "ЛОГОС"

Е. О. Евстифеева, О. Н. Борисенко, Д. М. Панкратов, Т. В. Цалко, А. И. Шавхитдинова
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Описаны возможности автоматического построения поверхностных треугольных се-
ток в пакете программ "Логос". Показано, что построение поверхностных сеток про-
водится с предварительным заданием минимального количества параметров и направ-
лено на подготовку расчетных сеток высокого качества для решения задач аэро- и
гидродинамики. На примерах продемонстрировано, что технология построения сеток,
используемая в автоматическом генераторе сеток пакета программ "Логос", достаточно
универсальна и позволяет расширить область его применения.

Ключевые слова: пакет программ "Логос", поверхностная сетка, автоматический ге-
нератор сетки, задачи аэро- и гидродинамики.

Введение

Стремительное развитие областей промыш-
ленности, использующих и внедряющих в свои
технологии трехмерное (3D) моделирование,
приводит к необходимости постоянного совер-
шенствования программных модулей для гене-
рации расчетных сеток.

Ввиду большого различия средств для под-
готовки начальной геометрической модели, а
именно CAD-проектирование, 3D-сканирование,
генерация замкнутой оболочки и др., расширя-
ется набор типов исходных данных, по кото-
рым необходимо построить дискретную расчет-
ную модель.

В современных программных модулях для ге-
нерации сеток с увеличением разнообразия ис-
ходных данных наблюдается стремление к под-
держке большого числа доступных пользовате-
лю форматов, а также обработке нетривиальных
геометрических особенностей загружаемых мо-
делей и построению сеток высокого качества за
короткое время. Большинство инженерных па-
кетов и программных кодов для генерации сеток
являются коммерческими [1—4] и не доступны
для общего использования. Открытые коды [5—
7] содержат неполный набор инструментов для
генерации качественных сеток с нужной степе-
нью адаптации размеров ячеек и исправления

ошибок для промышленно-ориентированных за-
дач.

Подготовка к моделированию физических
процессов при решении задач аэро- и гидроди-
намики [8] включает в себя построение расчет-
ной дискретной модели, состоящее из последова-
тельной генерации поверхностной сетки и стро-
ящейся на ее основе объемной сетки. Пакет про-
грамм (ПП) "Логос" [9] предоставляет возмож-
ности использования автоматических генерато-
ров поверхностных треугольных сеток [10, 11], а
также объемных — построенных методом отсече-
ния [12], тетраэдральных [13], многогранных на
основе тетраэдров [14].

От качества поверхностной сетки напрямую
зависят как возможность построения, так и ка-
чество объемной расчетной сетки. Также нема-
ловажен выбор размеров ячеек на поверхности,
поскольку он определяет точность аппроксима-
ции исходной геометрической модели и скорость
генерации сетки. Данные факты обуславливают
актуальность развития автоматического генера-
тора поверхностных сеток, выполняющего по-
строение сетки без ошибок с минимальной пред-
варительной настройкой параметров размеров
ячеек.

В настоящей работе показаны возможности
автоматического построения поверхностных се-
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ток, необходимые для получения расчетных мо-
делей высокого качества. Все предложенные
возможности разработаны и внедрены в ПП "Ло-
гос" с учетом полученных от инженеров за-
просов, возникших при решении промышленно-
ориентированных задач.

Построение сетки в соответствии
с инженерными требованиями

Начальными данными для построения поверх-
ностной сетки, как правило, являются геометри-
ческие модели, описанные одним из двух спосо-
бов. Первый способ — с помощью набора пара-
метрических граней, ограниченных параметри-
ческими кривыми (рис. 1, а). Второй способ опи-
сания модели — с помощью поверхностной тре-
угольной сетки (состоящей из треугольных яче-
ек, или треугольников). К примеру, такие сет-
ки могут быть получены с помощью тесселяции
CAD-модели (рис. 1, б ).

Генерация поверхностных сеток в ПП "Логос"
производится по каждому из указанных пред-
ставлений. Для загрузки модели в параметриче-
ском представлении поддерживаются форматы
igs, step, для сеточного представления — фор-
мат stl.

Перед непосредственным запуском построе-
ния сетки необходимо провести подготовку мо-
дели и настройку параметров. Для разных ча-
стей геометрической модели необходимо зада-
ние различных граничных условий, определяе-
мых постановкой задачи, поэтому инженер на-
чинает подготовку модели с разбиения ее на гра-
ницы (рис. 2). Ввиду различных масштабов
и степени искривленности граничных поверхно-
стей построение сетки для них требует разной

Рис. 1. Модель [15]: а — в параметрическом представлении; б — описанная набором треугольников

детализации, вследствие чего для каждой из гра-
ниц целесообразно задавать свои размеры ячеек.
Параметры размеров (целевой размер ячейки и
минимальный размер ячейки) могут быть зада-
ны глобально для всей модели, а также отдель-
но для любой из выделенных границ. Возмож-
ность настройки параметров с помощью поль-
зовательского интерфейса существенно повыша-
ет эффективность процесса: после визуальной
оценки полученной сетки можно изменить пара-
метры и запустить построение заново без редак-
тирования сетки вручную.

Поскольку промышленные модели имеют
нетривиальное описание поверхности, важно
иметь возможность сохранения их характерных
особенностей. Наиболее интересующие инжене-
ра особенности могут быть выделены им с по-
мощью характерных кривых с использованием
интерактивных средств. При этом могут быть
заданы предпочтительные для данных кривых
размеры, которые будут учтены при построении
сетки. Для автоматического определения ха-
рактерных кривых непосредственно в генерато-
ре поверхностных сеток предложен и внедрен ал-
горитм [16], который выделяет ребра по несколь-
ким критериям, таким как острый угол между
нормалями смежных ячеек, ребра между выде-
ленными границами и др. Этот алгоритм так-
же выполняет дозамыкание характерных кри-
вых и отсеивание лишних характерных ребер.
На рис. 3 светло-зеленым цветом обозначены ха-
рактерные кривые, выделенные автоматически.

После задания необходимых параметров
выполняется запуск генерации поверхност-
ной сетки. Построение поверхностной сетки
в ПП "Логос" для обоих представлений ис-
ходной модели осуществляется подобным
образом. Для модели в сеточном представ-
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Рис. 2. Разделение части геометрической модели [15]
на границы

Рис. 3. Характерные кривые геометрической моде-
ли [15]

лении предварительно проводится разделение
границ на фрагменты, которые однозначно отоб-
ражаются на плоскость. Далее независимо от
представления выполняются два этапа:
1) дискретизируются контуры криволинейных

граней (для моделей в параметрическом
представлении) или кривые, разделяющие
фрагменты границ (для моделей, описанных
сеткой);

2) методом подвижного фронта с использо-
ванием библиотеки СМ2MeshTools [17] на
плоскости строится сетка для каждой из
граней (или фрагмента границы), начиная
от дискретизированных кривых.

После этого сетки для всех граней (фрагментов
границ) с помощью заданной функции отобра-
жения переносятся в исходное трехмерное про-
странство и объединяются в единую сетку.

Для моделей c высокой детализацией, опи-
санных с помощью поверхностной треугольной
сетки, предлагается производить перестроение
сетки в трехмерном пространстве. Разработан-
ный в ПП "Логос" в части генератора сеток
подход [18], основанный на алгоритме упроще-
ния сетки до заданных размеров элементов, зна-
чительно ускоряет подготовку результирующей
сетки в целом. Предложенные в подходе кри-
терии позволяют учитывать кривизну исходной
поверхности и получать ячейки высокого каче-
ства.

Построенная поверхностная сетка должна удо-
влетворять размерам, установленным инжене-
ром через пользовательский интерфейс. При
построении поверхностных сеток в ПП "Логос"
учитываются заданные размеры ячеек на каж-
дой из границ, а также кривизна исходной по-
верхности [19] с учетом параметра количество
точек на окружности, характеризующего до-
пустимую аппроксимацию окружности правиль-
ным многоугольником (рис. 4). Такой учет
позволяет достаточно точно описать исходную
поверхность, включая наиболее искривленные
участки.

Определенные области геометрической моде-
ли, представляющие наибольший интерес для
инженера, могут быть выделены с помощью объ-
емных тел типа конуса, сферы, цилиндра и др.
или замкнутой поверхностной сетки для более
детального задания размеров ячеек. Разрабо-
танные алгоритмы построения учитывают за-
данные значения размеров в комбинации с раз-
мерами, заданными на границах. На рис. 5, а
представлен фрагмент модели, часть которого
выделена сферой для построения сетки с более
мелким размером ячеек, чем заданный для гра-
ниц. На рис. 5, б показана построенная поверх-
ностная сетка для этого фрагмента, где заметны
ячейки малого размера в выделенной сферой об-
ласти.

Выполнение условий построения
объемной сетки

Помимо соответствия размерам, существует
ряд требований к поверхностной сетке для по-
строения на ее основе объемной сетки: поверх-
ностная сетка не должна иметь пересечений и
наложений, открытых ребер, а также вырож-
денных треугольников. Некоторые виды оши-
бок в поверхностной сетке могут сохраняться по-
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Рис. 4. Фрагмент сетки, построенной со значением параметра количество точек на окружности, равным
18 (а) и 36 (б )

Рис. 5. Фрагмент модели [15] с выделением области сферой (а) и построенная для этого фрагмента сетка (б )

сле перестроения из-за наличия ошибок в исход-
ной геометрической модели (зазоры, пересече-
ния, перекрытия и др.), появляющихся в ходе
конвертации между разными форматами либо
в результате некорректного проектирования или
выгрузки данных из CAD-пакета в стороннем
программном обеспечении. Также ошибки в по-
строенной сетке, например пересечения или на-
ложения, могут быть следствием задания некор-
ректных размеров, при которых невозможно ап-
проксимировать модель с высокой точностью; в
таком случае нужно руководствоваться визуаль-
ной оценкой результата и перестроить сетку, за-
дав другие размеры ячеек. Нежелательными яв-
ляются и треугольные ячейки низкого качества,

так как они могут стать причиной низкого каче-
ства объемных ячеек.

Исходя из описанных выше ограничений со
стороны генератора объемной модели целесооб-
разно после построения поверхностной сетки (со
своим подходом для каждого из исходных пред-
ставлений геометрической модели) проводить ее
оптимизацию. При оптимизации сетки выполня-
ются следующие операции:
– перестроение областей из треугольников, не

удовлетворяющих определенным критери-
ям, таким как качество (рис. 6) и размер
элементов, кривизна поверхности и др. [20];

– исправление ошибок: открытые ребра, пере-
сечения, наложения, вырожденные элемен-
ты и др.
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Рис. 6. Фрагмент модели с треугольниками низкого качества до (а) и после локального перестроения содер-
жащей их области (б )

Для исправления пересечений и наложений
предложен и внедрен алгоритм [21]. Возможно-
стью исправления пересечений можно восполь-
зоваться перед построением сетки, если исход-
ная геометрическая модель имеет сеточное пред-
ставление, в ходе построения сетки с помощью
установки для этого соответствующей настрой-
ки, а также после построения сетки в интерак-
тивном режиме. На рис. 7, а показан фрагмент
сетки с пересекающимися треугольниками, вы-
деленными красным цветом в ходе диагностики,
на рис. 7, б — тот же фрагмент после исправле-
ния пересечений. Хотя на этих рисунках сложно
визуально обнаружить изменение ввиду мини-
мально допустимого редактирования сетки, от-
сутствие красного цвета свидетельствует о том,
что пересечений в треугольниках не обнаружено.

Рис. 7. Фрагмент модели: а — с пересечением; б — после исправления пересечений

Качество объемных ячеек зависит не только от
качества элементов на поверхности. Объемные
ячейки низкого качества могут порождаться из-
за большой разницы в размерах ячеек на близ-
ких поверхностях (расстояние между которы-
ми мало относительно минимального размера).
Поэтому в процессе генерации расчетной моде-
ли предлагается использовать учет близости по-
верхностей при подготовке поверхностной сетки.
Предложенный в рамках проведенных работ ин-
струмент [22] выполняет поиск близких поверх-
ностей в сетке и адаптивное измельчение ячеек
в найденных областях, чтобы гарантировать за-
полнение объема между такими поверхностями
ячейками высокого качества. На рис. 8 пока-
зан фрагмент в разрезе объемной многогранной
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Рис. 8. Фрагмент объемной сетки, построенной без учета (а) и с учетом (б ) близости поверхностей

сетки, построенной без учета и с учетом близо-
сти поверхностей. В области, отмеченной зеле-
ной рамкой, на рис. 8, а из-за большого разли-
чия в площадях смежных граней обнаружива-
ются ячейки низкого качества; на рис. 8, б вви-
ду плавности перехода в размерах ячеек низкого
качества не обнаружено.

Результаты

Для демонстрации результатов построения се-
ток по различным исходным представлениям бы-
ли выбраны две модели (см. рис. 1) и заданы
одинаковые настройки параметров. Для постро-
ения сеток использовался компьютер с характе-
ристиками Intel Core i7-9700 CPU 3,00 GHz 64GB
RAM.

На рис. 9, а показан пример поверхностной
сетки, построенной по модели в параметриче-
ском представлении, состоящей из 98 граней, 257
ребер и 174 вершин. Построенная сетка состоит

Рис. 9. Поверхностная сетка для модели [14], построенная: а — по параметрическому представлению; б —
по сеточному представлению

из 640 тыс. треугольников и 320 тыс. узлов.
Среднее качество ячеек сетки 0,98, при этом ди-
агностика поверхностной сетки не выявила оши-
бок. Время построения составило около 3 мин.

На рис. 9, б показан пример поверхностной
сетки, построенной по модели в сеточном пред-
ставлении, состоящей из 105 тыс. треугольников
и 52 тыс. узлов. Построенная сетка состоит из
620 тыс. треугольников и 310 тыс. узлов. Сред-
нее качество ячеек сетки 0,99, ошибок в сетке не
обнаружено. Время построения составило около
3,1мин.

По приведенным результатам можно сделать
вывод, что качественная и количественная кар-
тины распределения ячеек, а также время по-
строения сеток имеют хорошее согласие. Разни-
ца в количестве треугольников обоснована раз-
личием исходных представлений и точностью из-
влечения тесселяции, с которой было получено
сеточное представление по параметрическому.
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Заключение

В статье приведен обзор реализованных воз-
можностей генератора поверхностных треуголь-
ных сеток, используемых для подготовки каче-
ственных расчетных моделей при решении задач
аэро- и гидродинамики в ПП "Логос". Предло-
женные инструменты позволяют проводить по-
строение сеток для конструкций сложной кон-
фигурации в разных областях промышленности.

Предложенные средства используются в авто-
матическом режиме и позволяют проводить по-
строение сетки с необходимыми размерами яче-
ек, выполнять исправление ошибок сетки и учи-
тывать особенности конструкций (например, вы-
полнять адаптивное измельчение сетки по кри-
терию близости поверхностей). Это сокращает
трудозатраты инженера и существенно ускоряет
подготовку задачи к расчету.

Применение сквозного построения поверх-
ностной, а затем расчетной сеток позволяет
использовать одну исходную геометрическую
модель для подготовки различных вариантов
дискретных моделей с минимальным участием
пользователя в настройке параметров.

Список литературы

1. ANSYS. http://www.ansys.com.

2. STAR-CCM+ Siemens PLM Software.
https://mdx.plm.automation.siemence.com/
star-ccm-plus.

3. Comsol Multiphysics. https: //www.
comsol.ru.

4. HyperMesh. https://www.
altairhyperworks.com/hypermesh.

5. Advanced Numerical Instruments 3D.
http://sourceforge.net/projects/ani3d.

6. Netgen Mesh Generator. http://
sourceforge.net/projects/netgen-mesher.

7. CGAL. http://www.cgal.org/download.html.

8. Козелков А. С., Лашкин С. В., Кур-
кин А. А., Корнев А. В., Вялых А. М. Па-
раллельная реализация метода SIMPLE на
основе многосеточного метода // Сибирский
журнал вычислительной математики. 2020.
Т. 23, № 1. С. 1—22.
Kozelkov A. S., Lashkin S. V., Kurkin A. A.,
Kornev A. V., Vyalykh A. M. Parallelnaya
realizatsiya metoda SIMPLE na osnove

mnogosetochnogo method // Sibirskiy zhurnal
vychislitelnoy matematiki. 2020. T. 23, № 1.
S. 1—22.

9. ЛОГОС: Пакет программ инженерного ана-
лиза и суперкомпьютерного моделирования.
http:// www.logos.vniief.ru.
LOGOS: Paket program inzhenernogo analiza i
superkompyuternogo modelirovaniya. http://
www.logos.vniief.ru.

10. Лукичев А. Н., Цалко Т. В., Панкра-
тов Д. М., Логинов Д. В., Белова А. И.,
Моськина Е. О. Особенности построения
триангуляционных сеток на поверхностях
в аналитическом и фасеточном представле-
нии // 15-я науч.-тех. конф. "Молодежь в
науке": сб. докл. Саров: РФЯЦ-ВНИИЭФ,
2017. С. 73—78.
Lukichyev A. N., Tsalko T. V., Pankra-
tov D. M., Loginov D. V., Belova A. I., Mos-
kina E. O. Osobennosti postroenoya
triangulyatsionnykh setok na poverkhnostyakh
v analiticheskom i fasetochnom predstavlenii //
15-ya nauch.-tekh. konf. "Molodyezh v
nauke": sb. dokl. Sarov: RFYaTs-VNIIEF,
2017. S. 73—78.

11. Борисенко О. Н., Лукичев А. Н., Евстифе-
ева Е. О., Панкратов Д. М., Цалко Т. В.,
Гиниятуллина А. Г. Алгоритмы обработ-
ки особенностей геометрических моделей
при построении поверхностных треуголь-
ных сеток в препроцессоре пакета программ
"ЛОГОС" // Вопросы атомной науки и тех-
ники. Сер. Математическое моделирова-
ние физических процессов. 2020. Вып. 3.
С. 40—52.
Borisenko O. N., Lukichyev A. N., Evstife-
eva E. O., Pankratov D. M., Tsalko T. V.,
Giniyatullina A. G. Algoritmy obrabotki
osobennostey geometricheskikh modeley pri
postroenii poverkhnostnykh treugolnykh setok
v preprotsessore paketa program "LOGOS" //
Voprosy atomnoy nauki i tekhniki. Ser.
Matematicheskoe modelirovanie fizicheskikh
protsessov. 2020. Vyp. 3. S. 40—52.

12. Смолкина Д. Н., Борисенко О. Н., Черен-
кова М. В., Гиниятуллина А. Г, Кузьмен-
ко М. В., Чухманов Н. В., Потехина Е. В.,
Попова Н. В., Турусов М. Р. Автоматиче-
ский генератор неструктурированных мно-
гогранных сеток в препроцессоре пакета
программ Логос // Вопросы атомной науки

– 76 –



Возможности построения поверхностных сеток для решения задач аэро- и гидродинамики в пакете. . .

и техники. Сер. Математическое моделиро-
вание физических процессов. 2018. Вып. 2.
С. 25—39.
Smolkina D. N., Borisenko O. N., Cheren-
kova M. V., Giniyatullina A. G., Kuzmen-
ko M. V., Chukhmanov N. V., Potekhina E. V.,
Popova N. V., Turusov M. R. Avtomaticheskiy
generator nestrukturirovannykh mnogogran-
nykh setok v preprocessore paketa program
Logos // Voprosy atomnoy nauki i tekhniki.
Ser. Matematicheskoe modelirovanie fiziches-
kikh protsessov. 2018. Vyp. 2. S. 25—39.

13. Попова Н. В., Борисенко О. Н., Корнее-
ва И. И., Чухманов Н. В., Потехина Е. В.,
Лазарев В. В., Гиниятуллина А. Г. Автома-
тический генератор неструктурированных
тетраэдральных сеток с призматическими
слоями в препроцессоре пакета программ
Логос // Там же. 2020. Вып. 1. С. 43—57.
Popova N. V., Borisenko O. N., Kornee-
va I. I., Chukhmanov N. V., Potekhina E. V.,
Lazarev V. V., Giniyatullina A. G. Avtoma-
ticheskiy generator nestrukturirovannykh
tetraedralnykh setok s prizmaticheskimi sloya-
mi v preprotsessore paketa program Logos //
Tam zhe. 2020. Vyp. 1. S. 43—57.

14. Попова Н. В. Автоматический генератор
неструктурированных многогранных сеток
на основе тетраэдральных сеток с призма-
тическими слоями // Там же. 2021. Вып. 3.
С. 70—83.
Popova N. V. Avtomaticheskiy generator
nestrukturirovannykh mnogogrannykh setok
na osnove tetraedralnykh setok s prizmati-
cheskimi sloyami // Tam zhe. 2021. Vyp. 3.
S. 70—83.

15. Гребенников А. Н., Деулин А. А., Маноши-
на И. О., Денисова О. В., Циберева Ю. А.,
Кривонос А. С., Тарасова Н. В., Ялозо А. В.,
Салова И. Н., Быков М. А., Мохов В. А.,
Кудрявцев О. В., Шарапов Р. А., Масленни-
кова О. В., Мигров Ю. А., Румянцев С. Н.,
Большухин М. А., Свешников Д. Н., Бога-
тырев Д. П., Орехова Е. Е., Гоголев Н. А.,
Иванов М. А. Адаптация, верификация и ис-
пользование пакета программ "Логос" для
решения задач атомной энергетики // Сб.
тр. 8-й межд. науч.-тех. конф. "Обеспече-
ние безопасности АЭС с ВВЭР". Подольск,
2013.
Grebennikov A. N., Deulin A. A., Manoshi-
na I. O., Denisova O. V., Tsibereva Yu. A.,

Krivonos A. S., Tarasova N. V., Yalozo A. V.,
Salova I. N., Bykov M. A., Mokhov V. A.,
Kudryavtsev O. V., Sharapov R. A., Maslen-
nikova O. V., Migrov Yu. A., Rumyan-
tsev S. N., Bolshikhin M. A., Sveshnikov D. N.,
Bogatyryev D. P., Orekhova E. E., Gogo-
lev N. A., Ivanov M. A. Adaptatsiya,
verifikatsiya I ispolzovanie paketa program
"Logos" dlya resheniya zadach atomnoy
energetiki // Sb. tr. 8-y mezhd. nauch.-
tekh. konf. "Obespechenie bezopasnosti AES
s VVER ". Podolsk, 2013.

16. Цалко Т. В., Панкратов Д. М. Восстанов-
ление геометрических особенностей фасе-
точной модели и разбиение на однозначно
проецируемые области при построении по-
верхностной треугольной сетки в препост-
процессоре "Логос" // XVI науч.-тех. конф.
"Молодежь в науке": сб. докл. Т. 1. Саров:
РФЯЦ-ВНИИЭФ, 2018. С. 27—32.
Tsalko T. V., Pankratov D. M. Vosstanovlenie
geometricheskikh osobennostey fasetochnoy
modeli i razbienie na odnoznachno
proetsiruemye oblasti pri postroenii treugolnoy
setki v prepostprotsessore “Logos” // XVI
nauch.-tekh. konf. "Molodyezh v nauke ":
sb. dokl. T. 1. Sarov: RFYaTs-VNIIEF, 2018.
S. 27—32.

17. CM2 SurfMesh T3: Surface Triangle Mesh
Generator for CADModels. https://www.com-
puting-obgects.com/cm2-surfmesh-t3/

18. Евстифеева Е. О. Алгоритм упрощения по-
верхностной треугольной сетки при подго-
товке задач аэрогидродинамики в пакете
программ "Логос" // XIX науч.-тех. конф.
"Молодежь в науке": сб. тез. Саров:
РФЯЦ-ВНИИЭФ, 2021. C. 18—19.
Evstifeeva E. O. Algoritm uproshcheniya
poverkhnostnoy treugolnoy setki pri
podgotovke zadach aerogidrodinamiki v pakete
program "Logos" // XIX nauch.-tekh. konf.
"Molodyezh v nauke": sb. tez. Sarov:
RFYaTs-VNIIEF, 2021. S. 18—19.

19. Белова А. И., Лукичев А. Н., Борисен-
ко О. Н. Вычисление кривизны дискретных
поверхностей в генераторе поверхностных
триангуляционных сеток Логос.Препост //
15-я науч.-тех. конф. "Молодежь в науке":
сб. докл. Саров: РФЯЦ-ВНИИЭФ, 2017.
С. 34—40.
Belova A. I., Lukichyev A. N., Borisen-

– 77 –



Е. О. Евстифеева, О. Н. Борисенко, Д. М. Панкратов, Т. В. Цалко, А. И. Шавхитдинова

ko O. N. Vychislenie krivizny diskretnykh
poverkhnostey v generatore poverkhnosnykh
triangulyatsionnykh setok Logos. Prepost //
15-ya nauch.-tekh. konf. "Molodyezh v
nauke": sb. dokl. Sarov: RFYaTs-VNIIEF,
2017. S. 34—40.

20. Панкратов Д. М. Улучшение качества ячеек
при построении поверхностных треугольных
сеток в препостпроцессоре "Логос Аэрогид-
ро" // XX науч.-тех. конф. "Молодежь в
науке": сб. тез. Саров: РФЯЦ-ВНИИЭФ,
2022. С. 25.
Pankratov D. M. Uluchsheniye kachestva
yachee pri postroenii poverkhnostnykh
treugolnykh setok v prepostprotsessore "Logos
Aerogidro" // XX nauch.-tekh. konf.
"Molodyezh v nauke": sb. dokl. Sarov:
RFYaTs-VNIIEF, 2022. S. 25.

21. Евстифеева Е. О., Панкратов Д. М., Цал-
ко Т. В. Алгоритмы автоматического ис-
правления пересечений, реализованные в ге-
нераторе поверхностных треугольных сеток
в пакете программ "ЛОГОС" // "Суперком-
пьютерное моделирование и искусственный
интеллект". Межд. конф. "XXII Хари-
тоновские математические науч. чтения,
24—27 мая 2021 года": сб. науч. тр. Саров:
РФЯЦ-ВНИИЭФ, 2022. С. 170—180.

Evstifeeva E. O., Pankratov D. M., Tsal-
ko T. V. Algoritmy avtomaticheskogo
ispravleniya peresecheniy, realizovannye v
generatore poverkhnostnykh treugolnykh
setok v pakete program "LOGOS" //
"Superkompyuternoe modelirovanie i iskus-
stvennyy intellekt". Mezhd. konf. "XXII
Kharitonovskie matenaticheskie nauch. chteni-
ya, 24—27 maya 2021 goda": sb. nauch. tr.
Sarov: RFYaTs-VNIIEF, 2022. S. 170—180.

22. Цалко Т. В., Панкратов Д. М. Разработка
алгоритмов учета близких поверхностей при
построении поверхностных треугольных се-
ток в препостпроцессоре пакета программ
"Логос" // XIX науч.-тех. конф. "Моло-
дежь в науке": сб. тез. Саров: РФЯЦ-
ВНИИЭФ, 2021. С. 49.
Tsalko T. V., Pankratov D. M. Razrabotka
algoritmov uchyeta blizkikh poverkhnostey
pri postroenii poverkhnostnykh treugolnykh
setok v prepostprotsessore paketa program
"Logos" // XIX nuch.-tekh. konf. "Molodyezh
v nauke": sb. tez. Sarov: RFYaTs-VNIIEF,
2021. S. 49.

Статья поступила в редакцию 26.05.23.



ВАНТ, сер. Математическое моделирование физических процессов. 2023. Вып. 4

УДК 621.383:004.721

ПЕРЕХВАТ СИГНАЛА С БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ
ОПТИЧЕСКОГО ВОЛОКНА СИСТЕМ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

В. В. Шубин
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Рассмотрены способы перехвата информации с боковой поверхности оптического во-
локна: пассивные, активные и компенсационные. Показано, что пассивные способы
применяются только для многомодовых волокон. Для кабелей дальней связи с одномо-
довыми волокнами характерны только активные и компенсационные способы перехва-
та сигнала из сердцевины волокна. Представлена аналитическая зависимость для ак-
тивных способов перехвата излучения, приведены экспериментальные и литературные
данные для интрузивных и неинтрузивных способов. Представлен универсальный
показатель эффективности и скрытности для всех способов перехвата. Рассмотрены
компенсационные способы перехвата излучения для одноканальных и многоканальных
волоконно-оптических систем.

Ключевые слова: боковое излучение, устройства вывода и сбора, ввода излучения,
боковая поверхность оптического волокна, многомодовое градиентное и одномодовое
оптическое волокно, пассивные, активные и компенсационные способы перехвата.

Введение

Перехват информации с оптического волок-
на кабеля занимает специалистов с момента по-
явления волоконно-оптических систем передачи
(ВОСП). Считалось, что применение оптических
волокон вместо электрических устройств уже га-
рантирует защиту передаваемой информации от
перехвата. Это утверждение имело основание,
так как одномодовые оптические волокна не име-
ют побочного электромагнитного излучения и
наводок. Но в наше время снятие информацион-
ного сигнала с любого волокна оптического кабе-
ля даже на работающей ВОСП для специалиста
в данной области не вызывает особых затрудне-
ний. Это доказано многократными эксперимен-
тами по перехвату информации с оптических во-
локон и кабелей работающей ВОСП [1—4].

Для информационных систем сегодня приме-
няются два типа оптических волокон и кабелей.
Для передачи информации на объектах инфор-
матизации применяются преимущественно мно-
гомодовые градиентные волокна [5]. Они ис-
пользуются вместе со светодиодными передат-
чиками и лазерами с широким спектром, при-
емниками на основе PIN фотодиодов и трансим-

педансных усилителей. Основным критерием
здесь выступает их низкая стоимость (по срав-
нению с устройствами для одномодовых кабе-
лей). Но они ограничивают скорость передачи
(до 10 Гбит/c) и дальность (несколько сотен мет-
ров). Для дальней связи используют только ка-
бели с одномодовыми волокнами. Они более до-
рогостоящие, но не имеют ограничений по ско-
рости и дальности передачи.

Волокна различаются между собой не только
по диаметру и профилю сердцевины (диаметр
сердцевины 50мкм для многомодовых волокон
и 8мкм для одномодовых), но по количеству
мод и, как следствие, возможности существова-
ния естественного бокового излучения. В мно-
гомодовых волокнах существуют протяженные
участки с повышенным естественным боковым
излучением, в одномодовых волокнах это излу-
чение отсутствует. Для снятия сигнала с одно-
модовых волокон необходимо вывести излучение
из сердцевины, где оно участвует в передаче ин-
формации в системе. Следовательно, вносятся
дополнительные потери в волоконно-оптическую
линию передачи.

Одномодовые волокна и кабели всех произво-
дителей имеют разные параметры, форму пока-

– 79 –



В. В. Шубин

зателей преломления и составы, но соответству-
ют классификации, связанной с рекомендациями
Международного союза электросвязи, сектор те-
лекоммуникаций (МСЭ-Т) [6—11]. Все современ-
ные многомодовые волокна подчиняются одной
рекомендации МСЭ-Т [5].

Оптические кабели делятся на две большие
группы: для внутренней (в помещениях) и внеш-
ней (вне помещений) прокладки [12]. Конструк-
ция оптических кабелей для внешней проклад-
ки обеспечивает их защиту от внешних воздей-
ствующих факторов (температуры, влажности и
других). Для кабелей внутренней прокладки эти
факторы исключены.

Классификация способов перехвата
информации с оптического волокна

Все способы перехвата делятся на три большие
группы [13]: пассивные, активные и компенса-
ционные. Пассивные способы используют есте-
ственное боковое излучение. Активные спосо-
бы предусматривают вывод дополнительного из-
лучения из волокна через боковую поверхность.
Компенсационные способы, кроме вывода допол-
нительного излучения, уменьшают потери в во-
локне за счет ввода сигнала с такими же пара-
метрами обратно в волокно.

Пассивные способы характерны для многомо-
дового волокна.

Активные способы делятся на средства без за-
метного вмешательства в среду передачи (неин-
трузивные) и средства с заметным вмешатель-
ством нарушителя (интрузивные). При интру-
зивных способах передача по ВОСП информа-
ционных сигналов прерывается на несколько се-
кунд, так что они могут быть обнаружены по
пропаданию сигнала передачи. К этим способам
относятся ответвление и туннелирование излуче-
ния, отжиг изгиба волокна. Неинтрузивные спо-
собы в первую очередь предназначены для пе-
рехвата информации с работающей ВОСП. Они
применяются на изгибе волокна по малому ради-
усу на небольшую длину при внесении малых до-
полнительных потерь. Такие способы не могут
быть обнаружены аппаратурой обычной ВОСП.

Для компенсационных способов, кроме вывода
излучения, предусмотрен также ввод компенси-
рующего вывод сигнала, чтобы скрыть сам факт
доступа к волокну. С учетом обратимости ли-
нейной оптики ввод излучения ничем не отлича-
ется от вывода. Но при вводе через защитное

покрытие волокна мощность оптического излу-
чения на несколько порядков больше, чем при
выводе. Это накладывает особые ограничения
на агрегатное состояние защитного покрытия во-
локна из пластмассы. Компенсационные спосо-
бы предусматривают полную и неполную ком-
пенсацию выведенного излучения. Способы с
неполной компенсацией замещают только неко-
торые параметры сигнала, а способы с полной
компенсацией заменяют сигнал полностью.

На рис. 1 представлена классификация спо-
собов перехвата сигнала с оптического волокна.
Зеленым цветом обозначены способы, которые
применяются для одномодовых кабелей, крас-
ным — для многомодовых волокон, желтым цве-
том отмечены способы, которые характерны для
неработающей ВОСП.

Вероятность перехвата информации
с оптического волокна

Перехват информации в виде сигналов с опти-
ческого кабеля предусматривает последователь-
ное выполнение нескольких операций, которые
сводятся к трем основным этапам: доступ к во-
локну, вывод сигнала и регистрация информа-
ции. Вероятность такого процесса равна произ-
ведению условных вероятностей [14]:

Pи = Pо Pс(Pо)Pр(Pо, Pс),

где Pо — вероятность доступа к волокну;
Pс(Pо) — вероятность вывода сигнала при
условии, что доступ к волокну осуществлен;
Pр(Pо, Pс) — вероятность регистрации информа-
ции при условии, что осуществлены доступ к во-
локну и вывод сигнала.
Доступ к волокну в оптическом кабеле, неза-

висимо от способа прокладки, достаточно хо-
рошо отработан при монтаже и эксплуатации
волоконно-оптических линий передачи. Для это-
го существуют технологии и соответствующие
приборы и инструменты.
Вывод сигнала из волокна предусматривает

перехват излучения с оптического волокна и пре-
образование оптического сигнала в электриче-
ский. Для дальней связи первое осуществляется
оптическим устройством вывода и сбора излуче-
ния, второе — оптическим приемником перехва-
та с предельной чувствительностью. Состав при-
емника перехвата соответствует типу модуляции
(амплитудная, фазовая, частотная, по длинам
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Рис. 1. Классификация способов вывода сигнала

волн или поляризации) и зависит от скорости пе-
редачи информации.

На объекте информатизации перехват инфор-
мационного сигнала еще проще: можно восполь-
зоваться традиционным бесконтактным (пассив-
ным) способом, не вносящим изменений в пара-
метры передачи для разных сред существования
сигнала. Традиционные каналы утечки инфор-
мации — побочное электромагнитное излучение
и наводки, визуальный и другие способы — не
вносят изменений в систему. Для съема данных
нужен только чувствительный приемник для со-
ответствующей среды передачи (электрический,
оптический, эфирный).
Регистрация информации выполняется внеш-

ней программой на персональном компьютере
или ЭВМ (комплексе ЭВМ, размещенных уда-
ленно) путем статистического анализа (не в ре-
альном масштабе времени) перехваченного сиг-
нала на предмет извлечения из него передавае-
мой информации [1].

Источники естественного бокового
излучения из оптического волокна

Рассеянное излучение (а не поглощенное) мо-
жет быть естественным каналом утечки сигнала

из волокна за счет пассивных способов. Суще-
ствуют две составляющие этого излучения: рэ-
леевское и МИ-рассеяние, которые различают-
ся по своим физическим принципам. Рэлеев-
ское рассеяние наблюдается только на частицах,
сравнимых с длиной волны излучения, т. е. на
кристаллической структуре самого кварцевого
стекла — материала, из которого изготовлено во-
локно. Это явление принципиально не устрани-
мо и является основным источником потерь в со-
временном волокне. МИ-рассеяние, наоборот, —
физический процесс на частицах, бо́льших по
размеру, чем длина волны. Для современных во-
локон МИ-рассеянное излучение сосредоточено
при переходе от волокна в оптический кабель, и
его стремятся уменьшить. На рис. 2 представле-
ны спектр современного одномодового волокна
для ВОСП, его составляющие (обозначены циф-
рами), участки для современных систем (закра-
шены желтым цветом) и потери из-за волновод-
ных нерегулярностей (МИ-рассеяние, закрашено
розовым цветом) [14].

Затухание от рассеяния Рэлея для волокна за-
висит от длины волны, и его принято оценивать
по формуле [15]

αрр =
C

λ−4
[дБ/км],
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Рис. 2. Спектральная характеристика потерь в волокне (1) и составляющие ее потери, вызванные разными
факторами: 2 — рассеянием Рэлея; 3 — ультрафиолетовым поглощением; 4 — инфракрасным поглощением;
5 — МИ-рассеянием; ОН− — поглощением гидроксильной группой [14]

где C — коэффициент (для кварцевого стекла
C = 0,7 ÷ 0,9мкм4 · дБ/км); λ — длина волны в
мкм.

Максимальное значение потерь от рэлеевско-
го рассеяния лежит в диапазоне длин волн 0,8—
0,9мкм и составляет около 3 дБ/км (см. рис. 2).
На 1м волокна потери рассеянного излучения
составляют уже менее 0,003 дБ, а излучение на
боковой поверхности волокна — и того меньше.
Естественное боковое излучение меньше порога
чувствительности приемника перехвата. Един-
ственным путем увеличения рассеянного излуче-
ния является увеличение длины волокна, с кото-
рого оно снимается. Надо помнить, что в зави-
симости от скорости распространения информа-
ционный импульс занимает определенную дли-
ну волокна, которая не может быть превышена.
При гауссовой форме импульса эта длина стано-
вится еще меньше и достигает десятых долей от
расчетного значения. Увеличение длины волок-
на сопряжено с техническими трудностями [16,
17]. Таким образом, рэлеевское рассеяние не мо-
жет быть единственным каналом утечки инфор-
мации из волокна.

Надо обратить внимание на другие механизмы
образования естественного бокового излучения,
зависисящие от типа среды передачи, т. е. от то-
го, является волокно одномодовым или многомо-
довым. На рис. 3 представлены схемы передачи
излучения в обоих типах волокон [18].

Излучение в одномодовом волокне сосредото-
чено в модовом пятне, расположенном преиму-

щественно в сердцевине волокна (гауссово рас-
пределение). А на границе оболочка — защит-
ное покрытие интенсивности естественного бо-
кового излучения практически нет. Влияние на
потери в одномодовом волокне кабельных потерь
(при изготовлении и монтаже оптического кабе-
ля) сведено к минимуму. Так что рассеянным
излучением можно пренебречь.

В многомодовых волокнах существует боль-
шое количество мод, в том числе в оболоч-
ке. За счет них многомодовые волокна облада-
ют естественным боковым оптическим сигналом.
Это обеспечивается излучаемыми и вытекающи-
ми модами (ИМ и ВМ), излучение которых со-
средоточено в оболочке волокна. Интенсивность
естественного бокового излучения на некоторых
участках повышается, и это представляет собой
угрозу для безопасности информации. Как уже
было отмечено, многомодовые волокна проигры-
вают одномодовым по скорости и дальности пе-
редачи и поэтому применяются только на объек-
тах информатизации для соединения устройств.
В табл. 1 представлены классы (ОМ1—ОМ4) со-
временных градиентных многомодовых волокон
для информационных систем [19].

Таким образом, естественное боковое излуче-
ние характерно для многомодовых волокон и по-
вышается на некоторых его участках за счет мод,
сосредоточенных в оболочке.
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Рис. 3. Основные параметры передачи в многомодовом градиентном (а) и стандартном одномодовом (б )
волокнах [18]

Таблица 1
Классы, основные параметры и применение многомодовых волокон [19]

Класс Диаметры Коэффициент
волок- сердцеви- широкополосности, Применение
на ны/оболо- МГц/км

чки, мкм λ = 850нм λ = 1 300 нм
ОМ1 62,5/125 200 500 Не рекомендуется использовать в новых системах
ОМ2 50/125 500 500 Скорость передачи до 1 Гбит/с, дальность до 550м
ОМ3 50/125 1 500 500 Оптимизировано для применения лазеров (при λ = 850нм

широполосность 2 000МГц/км). Скорость передачи
до 10Гбит/c, дальность до 300м

ОМ4 50/125 3 500 500 Оптимизировано для применения лазеров (при λ = 850нм
широполосность 4 700 МГц/км). Скорость передачи
до 10Гбит/c, дальность до 300м

Участки повышенного естественного
бокового излучения в волокнах

Первым участком повышенного бокового из-
лучения для многомодовых волокон является
участок около источника излучения. Примене-
ние светодиодов и лазеров с широким спектром
излучения способствует проникновению излуче-
ния в отражающую оболочку волокна, что вы-
зывает излучение, сосредоточенное в ИМ и ВМ
волокна.

Стационарное модовое распределение (когда
нет бокового излучения от ИМ и ВМ) формиру-
ется не сразу, а через некоторое расстояние, на-
зываемое дистанцией модового равновесия [19].
Этот участок характеризуется избыточным бо-
ковым излучением, которое обусловлено ИМ и

ВМ. Дистанция установления модового равнове-
сия, на которой высвечивается 90% излучения
ИМ и ВМ для прямого идеального оптическо-
го волокна, может быть оценена по следующей
приближенной формуле [20]:

Lр =
ρ exp(V/2)

2NA
. (1)

Здесь ρ — радиус сердцевины волокна; NA —
числовая апертура волокна: NA = (n2с − n2о)1/2

для ступенчатых волокон и NA = [(n2с(z) −
− n2о)/2]1/2 для волокон с градиентным профи-
лем, где nс — показатель преломления сердцеви-
ны волокна (z — поперечная координата); nо —
показатель преломления оболочки волокна; V =
= 2πρNA/λ — нормированная частота волок-
на; λ — рабочая длина волны. Число мод в
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волокне N может быть определено по форму-
лам [20] N = V 2/2 для ступенчатого профиля
показателя преломления волокна и N = V 2/4
для градиентного профиля (округляется до це-
лого значения в меньшую сторону).

Дистанция равновесия (1) для стандартного
одномодового волокна составляет всего 17мкм
для одной моды, а для градиентного многомодо-
вого волокна с 400 модами с типовыми парамет-
рами — 6 000м. Таким образом, для градиентно-
го многомодового волокна дистанция равновесия
простирается на всю длину ВОСП на объекте ин-
форматизации.

На рис. 4 показана экспериментальная зависи-
мость коэффициента вывода естественного боко-
вого излучения Aво от длины для многомодово-
го градиентного волокна на длине волны 850 нм
при использовании светодиодного источника из-
лучения ИЛПН-301 [14]. Начальный коэффи-
циент вывода Aво равен отношению интенсив-
ностей естественного выходящего излучения (за
оболочкой или защитным покрытием) на прием-
нике с активной площадкой длиной 2мм и излу-
чения, сосредоточенного в волокне.

Вторым участком повышенного бокового из-
лучения для многомодовых волокон является
участок их соединения между собой. Излуче-
ние из сердцевины проникает в оболочку во-
локна. Для многомодовых кабелей на объекте
информатизации присутствуют как разъемные,
так неразъемные соединения [12].

На рис. 5 показаны экспериментальные зави-
симости начального коэффициента вывода Aво,
измеренные на длине волны 850 нм, от рас-
стояния от сварного соединения с потерями
0,5 дБ при использовании светодиодного источ-
ника ИЛПН-301 [14].

Рис. 4. Измерения бокового излучения на начальном
участке волокна [14]: 1 — за защитным покрытием
волокна; 2 — за отражающей оболочкой волокна

Рис. 5. Зависимость коэффициента вывода бокового
излучения от расстояния от сварного соединения [14]:
1 — соединение помещено в эпоксидный компаунд; 2,
3 — соединение в компаунде с сажей соответственно
до и после ее кристаллизации; 4 — уровень бокового
излучения в волокне

На рис. 6 показаны экспериментальные зави-
симости начального коэффициента вывода Aво,
измеренного на длине волны 850 нм на расстоя-
нии 5м от разъемного соединения, в зависимости
от дополнительных прямых потерь Aп между со-
единяемыми волокнами при использовании из-
лучателя ИЛПН-301 [14]. Прямые потери между
соединяемыми волокнами обусловлены их осе-
вым и радиальным смещениями.

Таким образом, для многомодовых волокон
на объектах информатизации есть протяженные
участки с повышенным естественным боковым
излучением около источников излучения или со-
единения волокон. Для одномодовых волокон
участки с повышенным боковым излучением от-
сутствуют.

Рис. 6. Зависимость коэффициента вывода от осево-
го (1) и радиального (2) смещений на расстоянии 5м
от разъемного соединения [14]
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Активные устройства вывода и сбора
оптического излучения

Активные устройства перехвата излучения
применяются, в основном, для одномодовых во-
локон. В их состав входят оптические устрой-
ства вывода и сбора [14], оптические усилители
и приемники с предельной чувствительностью.
Оптический вывод определяет основные пара-
метры всего устройства перехвата в целом: вно-
симые потери и мощность отводимого излучения
в соответствии с зависимостью [14]

Aд = −10 lg
(
1 − 100,1AвK−1

п
)

[дБ],

где Aд — коэффициент дополнительных потерь
излучения в волокне; Aв — коэффициент вы-
вода излучения через боковую поверхность во-
локна на входной полюс устройства перехвата;
Kп [отн. ед.] — коэффициент передачи излучения
через боковую поверхность волокна.

На рис. 7 показаны расчетные кривые зави-
симости Aд от Aв при различных Kп, экспери-
ментальные и литературные данные, получен-
ные разными производителями исходя из разных
физических принципов. При неограниченном
увеличении коэффициента Aд коэффициент Aв
стремится к значению 10 lgKп, которого так и
не достигает [14].

Рис. 7. Зависимость дополнительных потерь от вы-
вода излучения [14]: А — интрузивные способы вы-
вода; Б — неинтрузивные способы вывода; 1 — про-
центные ответвители; 2 — отжиг изгиба волокна; 3 —
туннелирование излучения в другое волокно; 4 —
устройство вывода, основанное на изгибе волокна

Данные по интрузивным и неинтрузивным ак-
тивным способам перехвата излучения представ-
лены на рис. 7 для длины волны 1 550 нм. К ин-
трузивным способам относятся процентные раз-
ветвители, туннелирование в другое волокно и
отжиг изгиба волокна. В этих способах приме-
няется электрическая дуга, которая гарантирует
на несколько секунд отключение передачи сигна-
лов во всех ВОСП.

Тем не менее в литературе сообщается, что
при использовании туннелирования и внесенных
потерях Aд = 0,07 дБ вывод составляет Aв =
= −36 дБ (коэффициент передачи излучения
Kп = 0,2) [21], а при потерях Aд = 0,04 и
0,004 дБ — и того меньше: Aв = −20 и −30 дБ
соответственно (коэффициент передачи Kп ≈ 1)
[22].

К неинтрузивным способам относятся изгиб
волокна по постоянному радиусу малой длины
и передача излучения на другое (с оптической
системой) приемное оптическое волокно. Дей-
ствие может быть осуществлено на работающей
системе, так как оно не воздействует на передачу
сигналов обычной ВОСП.

На рис. 8 показана схема изгиба волокна, ре-
ализованная во многих устройствах съема (см.,
например, [23]). На рис. 7 показаны только край-
ние значения внесенных потерь при коэффици-
ентах вывода для этого способа. Разброс пока-
заний обусловлен свойствами прижима исследу-
емого волокна и другими параметрами соедине-
ния. К этому добавляется неопределенность в
размерах модового пятна для волокон, соответ-

Рис. 8. Схема изгиба волокна по постоянному ради-
усу: 1 — исследуемое оптическое волокно; 2 — при-
емная оптическая система; 3 — иммерсионная среда;
4 — пучок излучения, выходящий на изгибе волокна;
5 — изгибная оправа; 6 — приемное одномодовое во-
локно; 7 — ось вектора Умова—Пойтинга; R, L и θ —
радиус, длина и угол изгиба соответственно
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ствующих рекомендациям МСЭ-Т [6—11], кото-
рая существует даже для одного и того же ти-
па волокон одного и того же производителя (см.,
например, рис. 9).

Тем не менее изгиб волокна считается самым
эффективным и скрытным (с минимальными по-
терями при выводе и в волокне) по сравнению с
другими способами перехвата излучения. При
таком способе устройство не прерывает переда-
чу информационного сигнала по ВОСП.

Рис. 9. Гистограмма распределения диаметров модо-
вых пятен для одномодового волокна [20]

Эффективность и скрытность
активных способов съема излучения

с боковой поверхности волокна

Устройство съема излучения должно, с од-
ной стороны, быть скрытным, а с другой сторо-
ны, эффективным. Оба эти показателя одновре-
менно характеризуются коэффициентом переда-
чи бокового излучения Kп с исследуемого волок-
на на входной полюс приемника перехвата. Чем
больше этот коэффициент, тем лучше (коэффи-
циент меньше единицы). Коэффициент переда-
чи для вывода бокового излучения равен [14]

Kп =
100,1Aв

1 − 10−0,1Aд
= ητ [отн. ед.],

где η [отн. ед.] — эффективность ввода излуче-
ния с боковой поверхности волокна на входной
полюс приемника перехвата; τ [отн. ед.] — ко-
эффициент пропускания бокового излучения на
входной полюс приемника перехвата.

Пропусканием системы в предельном случае
можно пренебречь: τ = 1. То есть коэффициент
передачи бокового излучения определяется толь-
ко эффективностью ввода излучения в приемное
волокно η.

Эффективность ввода в приемное волокно
можно определить по формуле (в гауссовом при-
ближении), выведенной для согласования источ-
ника с волокном [24]:

η = K exp

(
−K

[
x2о
2

(
1

w2
1

− 1

w2
0

)
+

+
π2θ2

(
w2
1 + w2

0

)
2λ2

− θzxо

w2
1

])
,

где K =
4w2

1w
2
0(

w2
1 + w2

0

)
2 + λ2z2/π2

; xо — смещение

оси приемника от оси волокна; w1 и w0 — переда-
ющий и приемный радиусы модовых пятен; θ —
угол наклона оси приемника относительно оси
волокна; λ — длина волны излучения; z — про-
дольное смещение между модовыми пятнами.

При смещении, равном нулю (z = xо = 0), и
равенстве модовых пятен (w1 = w0 = w) пре-
дельная эффективность ввода излучения состав-
ляет

η = exp

(
−π

2θ2w2

λ2

)
[отн. ед].

При идеальном согласовании для длины вол-
ны эффективность зависит только от угла раз-
мещения оси приемного устройства θ и радиуса
модового пятна w. В табл. 2 приведены значе-
ния предельной эффективности для одномодо-
вых волокон в зависимости от размера модовых
пятен, которые взяты из рекомендаций МСЭ-Т
[6—9]. Угол наклона оси приемного устройства θ
взят равным 10 о.

Из табл. 2 видно, что размер модового пятна
непостоянен для волокон даже одного стандар-
та. Более того, разброс размеров модового пятна
наблюдается для одного и того же типа волокна
одного и того же производителя. Это определя-
ется технологиями изготовления волокна и его
компонентов, условиями прокладки оптического
кабеля.

На рис. 9 представлена гистограмма распре-
деления (ν — частота появления) диаметров мо-
довых пятен D по длине волокна для одного и
того же одномодового волокна на длине волны
1 310 нм [20].

Из рис. 9 и табл. 2 видно, что мощность
перехвата не определена и во многом зависит
от угла размещения оси приемного устройства.
Расположение оси приемного устройства долж-
но совпадать с направлением вектора Умова—
Пойтинга выходящего излучения, которое опре-
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Таблица 2
Предельная эффективность одномодовых волокон для угла наклона θ = 10 о

Рекомендация Длина волны, Радиус модового Предельная эффективность, η
МСЭ-Т [6—9] нм пятна, мкм
G.652 1 310 4,30—4,75 0,041—0,020
G.652 1 550 5,03—5,38 0,040—0,028
G.653 1 550 3,90—4,25 0,154—0,108
G.654 1 550 4,75—5,25 0,062—0,034
G.655 1 550 4,00—5,50 0,139—0,024

деляется углом [25]

Θ = arccos

(
R+ rс
R+ rо

)
[град],

где R — радиус изгиба волокна; rс, rо — ради-
усы его сердцевины и оболочки (соответственно
4,15 и 62,5 мкм для стандартного одномодового
волокна).

Направление оси приемного устройства опре-
деляется радиусом изгиба волокна, а его мини-
мальное значение зависит от прочности и дол-
говечности (излом волокна начинается при его
изгибе с радиусом 0,8мм). Чем меньше угол
между осями волокна и приемного устройства,
тем больше эффективность. Чем больше радиус
изгиба, тем больше длина изгиба и тем меньше
выводимое излучение. Таким образом, радиус и
длину изгиба надо уменьшать.

Компенсационные устройства перехвата
оптического излучения

Компенсационные устройства перехвата опти-
ческого излучения с одномодовых волокон обес-
печивают полную компенсацию выведенного че-
рез боковую поверхность излучения. Выведеное
из волокна излучение в предельном случае ком-
пенсируется мощностью, вводимой в волокно с
помощью устройства ввода на той же длине вол-
ны при полном совпадении параметров излуче-
ния. В этом случае в волокно вносятся толь-
ко локальные потери, численно равные разности
потерь устройств вывода и ввода излучений. По-
тери в исследуемом волокне от устройств вво-
да/вывода не важны (системой воспринимается
только их разность), но важна мощность в вы-
водимом канале.

Поэтому для компенсационных способов под-
ходят устройства с минимальными потерями в

выводимом (третьем) канале, а потери в основ-
ном волокне можно не учитывать. Серийно
выпускаемые приборы, которые изначально ис-
пользовались для других целей, обеспечивают
максимальный коэффициент вывода и идеально
подходят для данных устройств [26].

На рис. 10 показаны устройства вывода и вво-
да на два оптических волокна (полный дуплекс)
на основе серийно выпускаемого ответвителя-
прищепки FOD-5503. Задействованы четыре
устройства для дуплексной передачи сигналов.

На рис. 11 показана компенсационная схема
устройств перехвата оптического излучения с
волокна для одноканальных и многоканальных
ВОСП.

Выводимый и вводимый сигналы должны сов-
падать по нескольким параметрам: мощности,
фазе, частоте, длине волны и др. Но данное
утверждение не справедливо для времени реак-
ции, которое не может быть равно времени меж-
ду выводом и вводом, а определяется переходны-
ми процессами. Этот фактор может быть при-

Рис. 10. Устройства вывода и ввода излучения на
основе FOD 5503
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Рис. 11. Схемы компенсационных устройств для
одноканальных (а) и многоканальных (б ) систем:
1 — исследуемое оптическое волокно; 2 — оптическое
устройство вывода и сбора; 3 — оптическое устрой-
ство ввода; 4, 7 — оптические усилители; 5 — выход;
6 — вход; 8 — мультиплесор ввода/вывода

нят за норму компесационного излучения в слу-
чае, если все остальные параметры выведенного
и введенного излучений равны между собой.

Таким образом, перехват сигнала за счет есте-
ственного бокового излучения можно осуще-
ствить только для моногомодовых волокон. На
объекте информатизации присутствуют протя-
женные участки многомодового волокна — око-
ло источников излучения и соединения волокон,
где естественное боковое излучение повышено. В
этом случае можно применять пассивные спосо-
бы перехвата.

Для одномодовых волокон дальней связи пере-
хват возможен только при выводе излучения из
сердцевины волокна. При этом вносятся допол-
нительные потери в линию связи. В этом слу-
чае применяются активные и компенсационные
способы перехвата информации. На работаю-
щей ВОСП могут применяться только неинтру-
зивные способы (без вмешательства в передачу).
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