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Введение 
 

Флуктуации показателя преломления, вызываемые турбулентным перемешиванием атмо-
сферного воздуха, оказывают существенное влияние на амплитуду и фазу распространяющегося  
в атмосфере оптического излучения, сказываясь на энергетических и геометрических параметрах 
лазерных пучков. Вызывают такие эффекты как снижение энергии и мощности излучения, потери 
пространственной когерентности и яркости, дрожание изображений и пучков, увеличение угловой 
расходимости, затрудняя фокусировку оптического лазерного излучения на больших расстояниях,  
а также получение изображений с высоким пространственным разрешением [1]. В результате тур-
булентность атмосферы ограничивает предельно достижимые характеристики и возможности опти-
ко-элетронных систем, эффективность применения лазеров во многих прикладных задачах. 

Применение адаптивной оптики (АО) позволяет существенно снизить эти ограничения, путем 
компенсации негативных эффектов, сопровождающих процесс распространения оптического излу-
чения в случайно-неоднородной среде, посредством активного управления фазовым или амплитудно-
фазовым профилем оптических полей в приемном или (и) передающем трактах оптико-электронной 
системы.  

Принципы функционирования АО систем для атмосферных приложений основываются  
на свойствах линейности, взаимности и квазистационарности атмосферы. Основным является 
принцип взаимности Гельмгольца, соответствующий, по существу, принципу обратимости инфор-
мации, когда функция Грина удовлетворяет соотношению:  

21 21( , , ) ( , , ).h t h t′ ′ρ ρ = ρ ρ                                                              (1) 

Этот принцип выполняется как для свободного пространства, так и для линейной турбулент-
ной среды, и позволяет полностью устранить влияние этой среды [2]. Для эффективного примене-
ния АО необходимо, прежде всего, обеспечить достаточное быстродействие адаптивного контура 
связанное c выполнением условия квазистационарности, связанное со временем «замороженности» 
турбулентности.  

При этом работа АО систем базируется на получении тем или иным образом информации  
о фазовых искажениях, вносимых турбулентной атмосферой в пространственную структуру ин-
формационного поля. Получить эту информацию можно, в том числе путем анализа волнового 
фронта от опорного источника. В этом случае способ формирования опорного источника, идеоло-
гия и методология извлечения из него информации об атмосферных искажениях в канале распро-
странения излучения во многом определяет структуру и возможности системы в целом, а наиболее 
эффективной является АО система, где используется независимый опорный источник излучения.  

Отметим, что основные принципы, на которых базируется современная теория адаптивных 
оптических систем для атмосферных приложений, были сформулированы более 30 лет назад [3],  
но несмотря на это, актуальность и значение применения адаптивной оптики со временем лишь 
возрастает вместе размерами новых астрономических телескопов, с энергетическими возможностя-
ми новых лазерных систем и увеличением масштабов их практических приложений [4 – 7].  
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Исходные положения 
 

В данной работе, предполагая, что основным искажающим фактором является атмосферная 
турбулентность, аналитически исследуется эффективности адаптивной фазовой коррекции на осно-
ве лазерного опорного источника с флуктуирующим центром лп .ρ  При этом предполагается, что 
среднее положение опорного источника находится на оптической оси. Такая постановка задачи 
может иметь место как для фокусировки лазерного излучения в турбулентной атмосфере, так и при 
формировании изображения заатмосферных объектов. Считаем, что адаптивная оптическая система 
работает по алгоритму фазового сопряжения, и использует опорный источник, созданный специ-
альной «подсветкой» объекта, на который посылается лазерное излучение в случае фокусировки 
лазерного излучения, а в случае формирования изображения заатмосферного объекта для этого ис-
пользуются неоднородности атмосферы.  

В качестве параметра эффективности используется параметр Штреля, представляющий собой 
отношение средней интенсивности на оси системы в случайно-неоднородной среде к интенсивно-
сти в вакууме  

вак( ,0) ( , ).St I X I X= ρ                                                                (2) 

После адаптивной коррекции по алгоритму «фазового сопряжения» скорректированное с по-
мощью точечного опорного источника поле может быть записано: 

[ ]2
1 0 1 0 1 1 1 лп( , ) ( ) ( , ; 0, )exp ( , ; 0, ) (0, ; , ) ,U x d U G x iS x S xρ = ρ ρ ρ ρ ρ ρ − ρ ρ

       
                     (3) 

где 0 1( , ; 0, )G x ρ ρ 
 – функция Грина свободного пространства между плоскостями; 1( , ; 0, )S x ρ ρ 

 – 
случайные флуктуации фазы сферической волны, обусловленные действием турбулентности атмо-
сферы; лпρ  – радиус-вектор энергетического центра тяжести «освещающего» лазерного пучка из-

лучения; 1 лп(0, ; , )S xρ ρ 
 – корректирующая фаза в точке 1(0, ),ρ  представляющая собой фазу сфери-

ческой волны, источник которой расположен в точке со случайными координатами лп( , );x ρ  0 1( )U ρ  – 
начальное распределение корректируемого поля.  

Тогда для распределения интенсивности скорректированного поля получаем следующее вы-
ражение: 

2 2
1 2 0 1 0 2 0 1 0 2( , ) ( ) ( ) ( , ; 0, ) ( , ; 0, )I x d d U U G x G x∗ ∗ρ = ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ×

      
 

[ ] [ ]{ }1 1 лп 2 2 лпexp ( , ; 0, ) (0, ; , ) ( , ; 0, ) (0, ; , ) .i S x S x i S x S x× ρ ρ − ρ ρ − ρ ρ − ρ ρ       
                  (4) 

Отметим, что если опорный источник неподвижный, т. е. лп 0,ρ =
 тогда такой опорный ис-

точник располагается на оптической оси исходного пучка. Поэтому при такой схеме формирования 
следует ожидать наибольший выигрыш от адаптивной коррекции для точек прилежащих к оси 
формируемого пучка.  

Далее в расчетах воспользуемся выражением в геометро-оптическом приближении для флук-
туаций фазы сферической волны в точке ( , )x ρ  с координатой источника в точке 1(0, )ρ  [3]: 

[ ]2
1 1

0

( , ; 0, ) ( , )exp ( ) (1 ) ,
X

S x k d d n X i X i Xρ ρ = ξ κ − ξ κρ ξ + κρ − ξ 
    

                    (5) 

где 2 ( , )d n Xκ − ξ
 – двумерная спектральная плотность флуктуаций показателя преломления, Х – 

расстояние между исходной плоскостью и плоскостью, в которую фокусируется пучок. 
Используя для флуктуаций фазы представлением (5), запишем явный вид фазовых составля-

ющих подынтегрального выражения (4), используя следующее обозначение: 

[ ] [ ]1 2 1 1 лп 2 2 лп( , , ) ( , ; 0, ) (0, ; , ) ( , ; 0, ) (0, ; , ) ,S S x S x S x S xρ ρ ρ = ρ ρ − ρ ρ − ρ ρ − ρ ρ
           

 

в итоге получаем, что  
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[ ]2
1 2 1 2

0

ˆ( , , ) ( , ) exp( ( )) exp( ( ))
X

S k d d n X i X i Xρ ρ ρ = ξ κ − ξ κρ ξ − κρ ξ × 
     

 

[ ]лпexp( (1 )) exp( (1 )) .i X i X× κρ − ξ − κρ − ξ   
                                             (6) 

Далее, используя выражение (6) для фазового члена, рассчитаем распределение средней интенсив-
ности скорректированного поля (5) 

{ }2 2 *
1 2 0 1 0 2 0 1 0 2 1 2 1 2

ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( , ; 0, ) ( , ; 0, ) exp ( , , ) ( , , ) .I x d d U U G x G x iS iS∗ ∗ρ = ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ − ρ ρ ρ
            

   (7) 

Здесь ...  скобки обозначают усреднение по ансамблю реализаций для члена, описывающего влия-

ние остаточных фазовых флуктуаций.  

Отметим, что в (6) имеют место локальные флуктуации, связанные с 2 ( , )d n κ ξ  и интеграль-

ных флуктуации лп ,ρ  а задача состоит в их корректном учете в аналитических расчетах. Преодо-
леть эту сложность, возможно применив формулу Фуруцу-Донскера-Новикова для размыкания 
функциональных средних, справедливую для гауссова случайного процесса [8]: 

[ ]
( ) [ ] ( ) ( ) ,

( )
t

t
At A t dδ γ

γ γ = γ γ τ τ
δγ τ                                                   (8) 

где 
[ ]

( )
tAδ γ

δγ τ
 – вариационная производная. Применяя (8) к условиям рассматриваемой задачи, име-

ем что лпρ  – является функционалом от показателя преломления, если функционал берется в тот же 
самый момент времени, что и случайный процесс. Отметим, что формула Фуруцу-Донскера-
Новикова применялась в задачах распространения оптических волн в случайно-неоднородной среде 
для получения замкнутого уравнения для среднего поля из волнового уравнения в квазиоптическом 
приближении. Ее использование в области адаптивной оптики было предложено впервые в наших 
работах при исследовании проблемы наклонов при использовании лазерных опорных источников 
для астрономических приложений.  

Учитывая для корреляционной функции ...  симметрию и дельта – коррелированность флук-

туаций показателя преломления в направлении распространения излучения в турбулентной среде,  
а также формулу перехода к спектральной плотности показателя преломления, то после интегриро-
вания и аналитических преобразований, задача сводится к расчету вариационной производной, 
именно эта часть будет изменяться в зависимости от рассматриваемых условий и сложность вычис-
ления производной будет различна.  

Поэтому при усреднении по ансамблю флуктуаций в выражении (7) воспользуемся расщеп-
лением для корреляций следующего вида в предположении отсутствия корреляции между локаль-
ными и интегральными случайными величинами: 

( )2 2
1 1 2 2 1 лп 1( , ) ( , )exp (1 )d n X d n X i X∗κ − ξ κ − ξ κ ρ − ξ =   

 

( )2 2
1 1 2 2 1 лп 1( , ) ( , ) exp (1 ) .d n X d n X i X∗= κ − ξ κ − ξ κ ρ − ξ   

                              (9) 

С учетом дельта – коррелированности воспользуемся следующим соотношением 

( )2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 2( , ) ( , ) 2 ( ) ( , ) .nd n X d n X X d d∗κ − ξ κ − ξ = πδ κ − κ δ ξ − ξ Φ κ − ξ κ κ    

    (10) 

где ( , )n XΦ κ − ξ
 – спектральная плотность флуктуаций показателя преломления среды распростра-

нения (турбулентной атмосферы).  
В сомножителе выражения (7) при усреднении воспользуемся следствием центральной пре-

дельной теоремы [1], согласно которой 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2

1 2 1 2 1 2 1 2
1ˆ ˆ ˆ ˆexp , , , , exp , , , , .
2

iS iS S S∗ ∗ ρ ρ ρ − ρ ρ ρ = − ρ ρ ρ − ρ ρ ρ  

           
                (11) 
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Далее аналогично, для второй корреляции получим выражение: 

[ ] 2 2 2
лп лпexp (1 ) exp (1 ) ,i X X κρ − ξ = −κ ρ − ξ 

 
                                       (12) 

где 2
лпρ  – это дисперсия дрожания изображения точечного опорного источника в фокальной 

плоскости приемного устройства.  
 
 

Результаты аналитических расчетов 
 

После аналитических расчетов получим следующее выражение для дисперсии остаточных 
фазовых флуктуаций выражения (9): 

{ } [ ]
2* 2 2

1 2 1 2 1 2
0

ˆ ˆ( , , ) ( , , ) 8 ( , ) 1 cos ( )( )
X

nS S k d d X Xρ ρ ρ − ρ ρ ρ = π ξ κΦ κ − ξ − κ ρ − ρ ξ × 
         

 

{ }2 2 2
лп1 exp( (1 ) / 2)cos (1 ) .X X × − −κ < ρ > − ξ κρ − ξ 

 
                                    (13) 

Вычисления во внутреннем интеграле (13) выполнены с использованием изотропной модели 
спектра атмосферной турбулентности ( , )n XΦ κ − ξ  следующего вида:  

2 11/3 2 2( , ) 0,033 ( ) exp( ),n n mX C X −Φ κ − ξ = − ξ κ −κ κ                                    (14) 

где 2
nC  – профиль структурного параметра показателя преломления атмосферы, 1

m
−κ  – внутренний 

масштаб турбулентности.  
В результате получаем для отношения средней интенсивности скорректированного поля 

( , )I X ρ  к интенсивности фокусированного пучка в вакууме вак ( , )I X ρ  следующее значение: 

5 3
2

2лп

вак 1 1сф 2
0 лп

( , ) ( , ) exp 2 5 6,1; ,
2

I X I X F
r

     ρ ρ    ρ ρ = − − − −     ρ         

                 (15) 

где  

3/5
сф 2 2 5/3

0
0

( )(1 )
X

nr k d C X X
−

 
= ξ − ξ − ξ 
  

 – радиус когерентности для сферической волны.  

Из выражения (15) видно, что чем сильнее дрожит освещающий пучок излучения, тем мед-
леннее происходит спад эффективности коррекции. Однако, учитывая, что степень (–1/6) дает 
очень слабое изменения даже при значительном изменении величины, поэтому практической зави-
симости от уровня дрожания центра тяжести опорного источника можно и не обнаружить. 

Отметим, что если дисперсия дрожания центра тяжести 2
лпρ  лазерного пучка, формирую-

щего отраженный сигнал незначительна, т. е. 2
лп 0,ρ =  практически имеем дело с адаптивной фа-

зовой коррекцией, которая применяет неподвижный опорный источник. Если же дрожание центра 

тяжести опорного источника достаточно велико, т. е. 2
лп ,ρ  ∞  тогда выражение в скобке равно1, 

т. е., имеем систему без коррекции. 
В то же самое время для системы без коррекции имеем, что распределение средней интенсив-

ности можно рассчитывать по следующей формуле [1]:  
2 2

вак 2 2
( , ) ( , ) exp ,d

eff eff

a
I X I X

a a

 ρ ρ ρ = −
 
 

 
                                             (16) 
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где effa  – эффективный размер пучка в турбулентной среде, а именно  

( )6/52 2 2 2(1 ) 0,5 (2 ) ,eff Sa a X f D a− − = − + Ω + Ω  
 

( )22 21 ,da a X f − = − + Ω
 

                                                        (17) 

( )5/3сф(2 ) 3,44 2 .S oD a a r=  

Для сфокусированного пучка (когда сф
0r a<< ) (23) переходит в выражению: 

( )2сф 20
вак 2 2

( , ) ( , ) exp ,
eff

r
I X I X

a a

 ρ ρ ρ ≈ −
 
 

                                          (18) 

Аналогичная задача имеет место при формировании изображений заатмосферных объектов  
с использованием адаптивной оптики с лазерным опорным источником, сформированным на неод-
нородностях атмосферы, например для наземных оптико-электронных систем контроля космиче-
ского пространства или астрономических телескопов, где такой источник известен как лазерная 
опорная звезда (ЛОЗ). В этой постановке задачи были выполнены исследования влияния остаточ-
ные фазовые искажения на формирование поля в фокальной плоскости телескопа также с примене-
нием лазерного опорного источника с флуктуирующим центром лп .ρ  Здесь имеет место два случая, 
когда диаметр апертуры телескопа сопоставим с величиной дисперсия дрожания центра тяжести 

2
лпρ  лазерного пучка и случай крупных телескопов. После аналитических расчетов получим для 

дисперсии остаточных фазовых флуктуаций:  
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Это означает, что для осевых точек (малые значения ρ), или же для случая малых телескопов 

(таких, что диаметр апертуры телескопа 2
лпD < ρ ), остаточная ошибка будет пропорциональна 

величине дрожания положения лазерного опорного источника 2
лпρ  и будет квадратично расти  

от центра к периферии. Для очень больших телескопов (когда 2
лпD >> ρ ), функциональный вид 

дисперсии остаточных фазовых искажений, будет такой же, как и при неподвижном центре поло-
жения опорного источника.  

Оценим отношение уровня остаточных фазовых искажений в системе с адаптивной коррек-
цией (для неподвижного лазерного опорного источника) к уровню фазовых искажений в системе 
без адаптивной оптики [9]: 
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В результате получаем, что дисперсия остаточных фазовых искажений, обусловленных дрожанием 
положения самого лазерного опорного источника, невелика. Однако чтобы правильно оценивать 
степень влияния остаточных фазовых искажений, необходимо сопоставить величину уменьшения 
флуктуаций с величиной дисперсий высших модовых составляющих. В результате наличие оста-
точных фазовых искажений, из-за движения ЛОЗ, будет ограничивать номер максимально высокой 
модовой составляющей, для которой будет эффективна адаптивная коррекция. Наличие остаточных 
фазовых искажений обусловленных и другими причинами, будет уменьшать предельно достижи-
мую величину параметра Штреля, тем самым, уменьшая эффективность коррекции с точки зрения 
ограничения предельных возможностей повышения потенциала телескопа.  
 
 

Заключение 
 

Сопоставление полученных результатов показывает, что коррекция с использованием флук-
туирующего по положению точечного источника созданного лазерным пучком оказывается доста-
точно эффективным средством концентрации энергии на оси системы, по сравнению с неадаптив-
ной системой. Это связано с тем, что среднее положение флуктуирующего «подсвечивающего» 
пучка находится на оптического оси и такая адаптивная коррекция устраняет высшие аберрации,  
«в среднем» фокусирует пучок. Следует подчеркнуть, что область сфокусированного пучка ограни-
чена, а именно ,aρ < Ω

 где a – исходный размер фокусируемого пучка, а Ω – параметр Френеля 

пучка. Поскольку эффективная фокусировка может иметь место (в вакууме) только для пучков,  
у которых Ω >> 1, поэтому практически даже для случая, когда в освещающем пучке излучения 

дисперсия дрожания центра тяжести превышает собственный размер пучка, т. е., 2
лп ,aρ >>  сле-

дует ожидать достаточно эффективной коррекции. Аналогичная ситуация имеет место для телеско-
пов как с предельно малыми, так и с предельно большими апертурами, ограничения связанные  
с флуктуацией положения центра тяжести лазерного пучка формирующего опорный источник так-
же будут несущественны.  
 Работа выполнена при поддержке Российского Научного Фонда грант № 15-19-20013. 
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