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Выполнен последовательный вывод операто­
ра столкновений релятивистских электронов 
с газом холодных атомарных частиц с уче­
том упругих взаимодействий, возбуждения 
электронных оболочек и ионизации. Точно 
опиисано рождение вторичных электронов. 
В области энергий, гораздо больших энергии 
связи атомных электронов, оператор включа­
ет только угловое рассеяние на ядрах и иони­
зационный интеграл, автоматически учиты­
вающий рассеяние на атомных электронах. 
Выполнен анализ оператора столкновений, 
использованного ранее для исследования ки­
нетики лавин релятивистских убегающих 
электронов. Более точный оператор, полу­
ченный в данной работе, формально проще и 
требует меньших затрат времени при рас­
четах на ЭВМ. 

Введение 

В операторах столкновений, приемлемых для расчетов транспорта релятивистских электро­
нов в веществе, обычно игнорируются редкие события рождения электронов высоких энергий. 
Такие события, однако, могут приводить к генерации лавин релятивистских убегающих электро­
нов (ЛРУЭ) и пробою газов в относительно слабых электрических полях [1, 2]. ЛРУЭ исследова­
лась в том числе и методом кинетического уравнения (KY) (см. [3-10] и цитированную литерату­
ру) со следующими компонентами оператора столкновений электронов с молекулами в сфериче­
ской системе координат [3, 4] 
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где (1) и (2) описывают поток в пространстве импульсов и диффузию по углам вследствие рассея­
ния на ядрах и электронах, (3) отвечает за рождение электронов высоких энергий. Здесь 
f(t, ρ, μ) - функция распределения электронов (ФРЭ) по модулю импульса ρ и косинусу угла 

μ=CosG между ρ и вектором е =-Ё IE; Ё - напряженность поля; е - элементарный заряд; 
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энергии электрона [11, 12]; σ ί ο η(ε',ε) - дифференциальное сечение ионизации; ε = (γ - \)тс
2

 -
кинетическая энергия. Штрихами обозначены значения величин до актов взаимодействий. 

Судя по описанию роли операторов (1)-(3) в [3, 4], полный оператор не выведен строго, 
а, скорее, сконструирован. Ниже излагается последовательный вывод полного оператора 
столкновений в среде с однородным внешним полем. Чтобы выявить различия с (1)-(3), полный 
оператор столкновений был редуцирован к форме, подобной (1)-(3). 

Геометрия процессов рассеяния 

На рис. 1 изображена геометрия рассеяния в системе координат, задаваемой ортами: 

i =[рх[ё у. р]]/р
1

 SinQ = ̂ p
1

-р{ре)) I р
1

 sinQ, j-[pxe]/psmQ, k=plp [13]. В этой системе 

к есть полярная ось, угол рассеяния ψ € [0, π] становится полярным углом, а угол α €[0,2π] ме­

жду i и направлением проекции импульса ρ'(/?',θ',φ') до рассеяния на плоскость ρ = Q является 

азимутальным углом. Формула, связывающая углы α и ψ с углами Θ' и θ между е и направле­
ниями импульсов электрона до ρ {р ,&,<$') и после /?(/?, θ,φ) рассеяния (см., например, формулу 
(19 Ь) в работе [13]) 

cos θ' = cos θ cos ψ + sin θ sin ψ cos α (4) 

получена в предположении ρ '  = ρ ,  которое нарушается в неупругих взаимодействиях и которое, 
как можно показать, является излишним. Изменение р' особенно велико в ионизующих взаимо­
действиях, поскольку ε' не только уменьшается на ε ί ο η ,  но оставшаяся энергия ( ε ' - S i o n )  делит­
ся между двумя свободными электронами. Учет точной связи между Θ' и θ особенно важен 
в проблеме ЛРУЭ, поскольку энергетический порог убегания зависит от угла. 

//sin ψ 

^p'sinysina 

Рис. 1. Геометрия рассеяния: Ъ - направление электрической силы; р '  

u p -  импульсы электрона до и после взаимодействия, ψ - угол рассеяния 
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Упругие столкновения 

В силу симметрии относительно е ФРЭ зависит только от jy и Θ. Вероятность упругого рас­
сеяния электрона в единицу времени из элемента фазового объема du'dV в dudV, элемент которо­

го в пространстве импульсов du = p
1

dpd(£> виден из начала координат под телесным углом ί/ω 
(рис. 2), определяется выражением 

êi C/
7

'' A Ψ,Φ,ί/ω) = Muv'K,  ip', ψ))^ω δ(φβ1(ε,ε',ψ))νφ , (5) 

где ί/σ6ΐ =σ6ΐ(/7',ψ)ί/ω' - дифференциальное сечение упругого рассеяния; ε - полная релятиви­

стская энергия. Посредством δ(φβ1) учтен закон сохранения энергии и импульса, который, ис­
пользуя формулы для рассеяния частицы с массой т на покоящейся частице с массой M [14], 

для ξ2W2 « M
2

 можно записать в явном виде 

( ε ' 2 - 1 ) ^ ( 1 - ξ )  
el (ε'>ψ) = ε - ε ' +  = 0, (6) 

1 + ε ' ^ · ( 1 - ξ )  
M 

где ξ = cosy, а энергия измеряется в единицах энергии покоя электрона тс
2

. 

Рис. 2. Геометрия рассеяния: du и du - объемы в пространстве импульсов до и после взаимодействия; 
р' н ρ - импульсы электрона до и после взаимодействия, ψ - угол рассеяния. 

Полное число переходов в dudVиз всех других элементов du'dV равно 

du' 
I f{p\ t) T

el
 {ρ', ρ, ψ, dp, ί/ω) du'dV = dV J /(/?', μ', ί) Tel (/?', ρ, ψ, φ ,  ί/ω)—ί/м = 

du 

= dVdu 7V
a t
v| Д/?', μ', 0(σβ1 {p'w)){p / Z?')2 δ(φ6ι (ε,ε% ψ))ν'ί/ω'φ'. (7) 
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Для δ(φ6ΐ) справедливо следующее формальное соотношение [14]: 
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позволяющее выполнить в формуле (7) интегрирование по р' 

dVdu 7V
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= dVdu NatV I f(p', μ', Ζ)(σβ1 (p', у))(р' / ρ)4 ί/ω'. (9) 
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Здесь ρ' = Pi, а /7, есть решение (б). Вычитая из (9) полное число переходов из dudV в другие 
элементы, получим следующее выражение для оператора упругих столкновений: 

St

e\ = ̂ at
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J  [/(^% OO' / A)
4

 (σ β Ι  (/?', ψ)) - /(/?, μ, 0(σβΙ (ρ, ψ))] d ω'. (10) 

Учитывая малость Δρ = ρ' - ρ по сравнению с ρ , разложим в ряд часть подынтегрального выра­
жения в (10), ответственную за заселение dudV . Оставляя члены не выше первого порядка мало­
сти и выражая Δρ = Δε(ψ)/ν согласно (б) через ε ,  получим 

^ei =^a t
v
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В координатах, изображенных на рис. 1, элемент телесного угла равен [13] 

ί/ω' = sin ψί/ψί/α = -ί/ξί/α. 

(И) 

(12) 

Далее использована процедура, развитая для больших энергий, когда изменение θ в единичном 
столкновении мало. Разлагая первую часть (11) в ряд по Δμ, получим 

1 2 π  

^el(I) = ^ a t v J  d ^  
-I O άμ 5μ 2 

^el O'Ψ)-

Разлагая в ряд левую часть соотношения (4), получим Δμ и (Δμ)' 

(13) 

(14) 

(15) 

Так как /{μ,ρ,ί) и σβ1(/7,ψ) не зависят от α е [0,2π], то можно выполнить интегрирование 
(14) и (15) по этой переменной 

Δμ — —μ(1 — ξ) 4- V l
—

 μ 2  V l
—  ̂  eos α ;  

(Δμ)2 = μ 2  (1 — ξ)2 — 2Vl — μ 2  V l —  4̂  cos α + (1 — μ2)(1 — ξ 2)cos 2  ct. 

2π 

I Δμ^α = -2πμ(ΐ-ξ)  (16) 
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T(Δμ)2</α = 2πμ2 (1 - ξ)2 + π(1 - μ 2  )(1 - ξ 2 ) «  2π[μ 2  (1 - ξ)2 + (1 - μ 2  )(1 - ξ)]. (17) 

Подставляя (16) и (17) в оператор (11), получим 

St

d (1) - ^at - L
n
O

tr
(P)+ σ{ρ)μ 

δμ2  
(18) 

где 

O
t x
(P) = In j (1-ξ)σ β Ι (/7,ξ)^ξ;  σ(/7) = 2π j ( 1 - ξ ) 2 σ 6 ΐ ( ^ , ξ ) ί / ξ .  (19) 

—I —1 

Поскольку доминируют ξ ~  1, то вторым членом в выражении (18) можно пренебречь, что 
позволяет выполнить условие сохранения числа электронов. 

Разложим по Δμ второе слагаемое в соотношении (11). Пренебрегая членами, квадратич­

ными по (т/М)(1 -ξ)ε по сравнению с тс
2

, и учитывая (16), получим оператор 

St 
N

at т P д _4 

У M m 
/(μ, /?, O a t r  (ρ)  - μ ^ - σ { ρ )  

δμ 
(20) 

удовлетворяющий условию сохранения числа электронов. 
В результате получаем полный оператор упругих столкновений: 

^el ~ ̂ at 
ν , \т rr .л \ m р

2

 д 4 Z
4
Z-Z ,ч —σ ί Γ(/7)£μ/(μ,^,ί)+ — — σ ΐ Γ ( / 7 ) / ( μ , / 7 , ί )  

2 ^ ρ M m dp 
(21) 

Неупругие взаимодействия (связанно-связанные переходы) 

Получим оператор S t
e x
,  отвечающий за возбуждение атомарных частиц в состояние (ζ) 

с энергией возбуждения . Вероятность перехода в единицу времени из du'dV в dudV равна 

T ̂ p\p,^,dp,d(ii) = N
 a t
v ' a  ̂ (/,ψ)^ωδ(φ 2(ε,ε',ψ))ί/ε, (22) 

где d(5^ = σ 2  (//,ψ)ί/ω' - дифференциальное сечение возбуждения состояния (ζ). Закон сохра­

нения энергии: Фех (ε, ε', ψ) = ε - (ε', ψ) = 0, где g ^ (ε',ψ) = ε ' - ε  g . 
Полное число переходов в dudV из всех других элементов du'dV равно 

Σ\ί(Ρ\ι)Τ ® du'dV = ^dU = 

= dVduN
u
 Σ|/(р',μ',<)ν'σ<5 (p',ψ)ί/ωδ(φ S )

У

Ф  ρ . (23) 
ζ ρ dpd(b 

Так как dg ^ /δε' = 1, то δ(φ^(ε,ε',ψ)) = ( ν Τ ^ Ο '  - Α"), где - решение φ^(ε,ε',ψ) = 0 ,  и (23) 
сводится к интегралу 
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dVdyNx v £  j / (У, μ', /) a g  [p'^)[p'lp)2 da', (24) 
i 

в котором ρ '  = Р[. Вычитая число переходов из и разлагая в ряд по степеням Ap = AsZv = 

= / ν, получим следующее выражение для St
ex
 : 

St
cx
 = ΝΆΐν^\[/(ρ,μ',ήσ^ρ'^Χρ'/р)

2

 - f{p,μ,ί)σ^(ρ,ψ)]^' = 
i 

= ν Σ  | ί  I/О» и 'Ό - /О. μ, 0] {ρ, Wώ + ρ2 f (ρ, μ', O^ix (ρ,ψ)άω'! (25) 

Повторяя процедуру (13)-(17) для первой части St
ex
 и опуская слагаемое, квадратичное 

по (1 - ξ), получаем 

^ex(i) = Kt ^
 a

Cx
j t r
 (P)L

v l
Rp ,  μ, t). (26) 

Аналогично формуле (20) с учетом νAp = Δε = ε § получаем для второй части St
i 

S<ex(2> Vd/ 2  Яр, μ-' ,(ΐ) (/>) - (27) 

Здесь введены силы трения, отвечающие за неупругие соударения (без ионизации) 

-Fex(I) =A f
a t
ZeMO ' ) ,  ^

е х ( 2 )
 = ̂ . Σ ε ®  ̂ Ι , Α ρ )  . (28) 

i i 
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So?,ξ ; CTex,tr (ρ) = Σ cjCX1Ir (ρ) = Σ 2 π \ ^ ( 1 -  ξ)σεχ (^Λ) - (29) 
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Операторы (26) и (27) удовлетворяют условию сохранения числа электронов. Поскольку домини­

рует ξ 1, то σΐχ, tr i f )  «
 а

ех (р)
 и

 вторым слагаемым в (27) можно пренебречь. В атмосфере 

Земли (малые Z) St
cx
 является излишним, так как атомные электроны можно считать свободными 

в силу малости энергий связи, а тем более , по сравнению с ε ' .  

Ионизующие соударения 

Вероятность того, что электрон в результате ионизующего соударения перейдет из du' 

в окрестности г' = тс
2

 {у' - \) в du в окрестности ε = тс
1

 (γ -1), равна 

T
7

i
On (ε',ε,ψ,ύΜω) = Mtv'(cV,ω' (ε',ε,ψ))^ ^ωδ(φ(ε',ε,ψ))ί/ε, (30) 

где (ε',ε,ψ) = (σε')ω' (ε'5ε,ψ))^η dz 'dd = (σε ' (ε ',ε))^ (δ(φ)/2π)ί/ε'ί/ω' - дважды дифферен­
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циальное сечение ионизации; ε^η  - порог ионизации оболочки (/); (σ^ (ε',ε))^η - дифференци­
альное сечение ионизации, симметричное относительно энергии вторичного электрона 

E
s
 = (ε' - ε )  / 2 .  Закон сохранения энергии и импульса 

φ(ε/,ε,ψ) = cosy - μ 0  (ε',ε) = 0. (31) 

Для μ0(ε ,,ε) в приближении ε, ε ' »  ε ^  справедлива формула [5, 8] 

Ц
о(

е

'>в) = (32) 
ε (ε + 2тс ) 

Полное число переходов электронов в ионизующих соударениях, заселяющих в единицу 
времени элемент фазового объема dudV в окрестности энергии ε, равно 

W a t d y E f  ( £ , > 8 ) ) i o n  d c o 5 M d s d u '  = 
i 

= JVduNaV^ J </ε'/(σε.(ε',ε))® ̂ — γ ^ ξ  J . (33) 
' =«£, -

1

 ( γ  - ' j  0 Ζ π  

После интегрирования по ξ получается оператор, отличающийся от (3) нижним пределом интег­
рирования по ε ' .  

.tl in 2π 
Stianm =AiatVl I Λ'(σε.(ε·.ε))®ίν-^ I ( ί α / ( ρ  ' μ  ' ή  , (34) 

i ε + ε ( 0  (γ - O o  2 π  

ion 

где, согласно соотношениям (4), (31) и (32), 

μ' = μμ0 + φ - μ ΐ  φ - μ 2  cos α . (35) 

Оператор, описывающий уход электронов из du, имеет следующий вид: 

Η ϋ ) Α  
3ίΐοη(2)=Ν*ν/{Ρ>ν·>ήΣ j ( σ ε  ( 8 ' 8 ' ) ) i o n  ^ μ ^ ) σ Μ  ( ε )  » (36) 

i 0 

H i o n ) /
2  

где Cr
tot
 (ε) = (ε)= J (σε(ε,ε')).1 de' .В выражениях (34) и (36) ε' и ε переставлены 

i О
 1 0 П  

местами в соответствии с тем, что St
ion
^ отвечает за заселение du, a St

ion
^ - за уход электро­

нов из du. 

110 
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Слабые ионизующие соударения 

Выделим в формуле (34) "слабые" взаимодействия, в которых первичный электрон, сохра­

няет большую часть энергии, т.е. ε ' « ε  . Воспользовавшись симметрией (σ(ε',ε5))^' )

η относи­

тельно энергии вторичного электрона ε§ =(ε ' -ε ί ο η )/2  (рис. 3) [12], можно показать, что 

для "слабых" взаимодействий ε '<2ε  + ε ί ο η .  Повторяя процедуру, использованную при выводе 

оператора (18), с учетом (31), выделяем из (34) оператор 

2ε+ε· (i) 
a Ln(I ) '  = i v M v E  j .  ^ ( σ ( ε · , ε ) ) <  

' ε+ε·11 
f 4  
кР ; 

/ ( у ,  μ,ί) + - ( l  - μο )Ζμ/(/7, μ,ί) + (1 - μο ) 2  

(37) 

где второе и третье слагаемые в квадратных скобках аналогичны членам оператора (18) с выпол­

ненным интегрированием по ξ в аналогах (19). 

Рис. 3. Иллюстрация зависимости дифференциального сечения ионизации 
от энергии вторичного электрона 

Воспользовавшись соотношением (32), находим в приближении малых Δε 

. =..2 ^ 
I - L 1 O=I - Vt 1 O (ε',ε) ~ 1 - 1 +

5 μ ο ^ ε ' Δ ε  

2\/м о 

2mc Δε ττζΔε 

/ε-ε 
(ε + 2mc ) ε  2 

Заменив ε на S
s
 в (σ(ε',ε))^π, разложим подынтегральное выражение в формуле (37) 

по степеням Δε и перейдем к интегрированию от ε' к S
s
 с заменой в верхнем пределе интегри­

рования по S
s
,  равном ε 5  =(ε ' -ε ί ο π )/2,  ε' на ε в силу ε ' « ε  . В  результате получается диффе­

ренциальное представление оператора слабых ионизующих соударений 

(38) 

1 д 
< "  ) = ^ , ν σ , ο ι ( ε ) / ( > , μ ^ ) + ^ τ ^ - / ^ ο π ( ε ) / ( ρ , μ . < ) + ^ 1 Ζ μ / ( Α μ , 0  

P op ^ΊΡ 

где для "больших" передач импульса [12], введена сила трения 

Н „ ) / 2  

-
p

Ion 0 0  =
 j v

S t E  1 ΔεΜ(σ(ε,ε;)) '  Щ, .  

(39) 

(40) 

Первое слагаемое в (39) компенсируется интегралом (36). 
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Результат (39) можно получить, факторизуя сечение (σ(ε',ε)) = (ε')χ® (ε',ε5), учиты-

... 
вая его симметрию относительно ε и S

s
 и нормировку J %

w

(s ',s
s
)i/s

s
 =1. В работах [3,4] 

о 
существенно используется явная зависимость a

i o n
(s ' , s )  от s' и s и процедура его факторизации, 

хотя ни в том, ни в другом нет необходимости. 
Строгая процедура редуцирования позволила автоматически выделить из ионизационного 

интеграла компонент, отвечающий за угловое рассеяние на атомных электронах. Его отсутствие 
в [3,4] связано с тем, что ФРЭ /(ρ',μ',ί) была зафиксирована для двух значений μ', в результате 
чего упущена возможность разложения в ряд по μ'. 

За сильные соударения отвечает оператор (" f ,  т. е. часть (34), остающаяся после заме­

ны нижнего предела интегрирования по энергиям на 2s + S-
n̂
, как в (3). 

Полный оператор столкновений 

Объединяя формулы (21), (26), (27), (33) и (34) в пренебрежении членами ~ (1 - ξ) 2 , полу­
чим следующее представление полного оператора столкновений 

^ { / Ο , μ , Ο }  - ι * P 2  

ρ op 
F
CX(I) (ρ) + Τ7Ν* — σ ΐ Γ  ip) 

M πι 
/ Ο , μ , Ο  + 

+ W a t ^ ( ° t r ( p )  + v e x , t r ( p ) )  L μί(PiV-S) + 

+Ν*νΣ J dz' σε'(ε',ε))^η -- j ~~ f {p\\*·',t) -NatVGxot ( ε ) / ( / 7 , μ , ί )  , (41) 
γ +1 ο 2π 

' 4 1  

где μ' = μ'ζε',ε,μ,α) определяется формулами (31) и (32). 
Если использовать редуцированную форму ионизационного интеграла с выделенными сла­

быми взаимодействиями, то полный оператор принимает вид 
/ -> \ 

/Ow)+ Л

{ / 0 ,Ц , 0 }=  г * P
2  

P Ψ 

FiP) + -^~Nzt—<3txiP) 
M m 

+ Ν Λ  | ( σ ΐ Γ  ( P )  + Ocx l t r  ( ί ) )  + ία/( ί ,μ,<)+ 

+Μ,,νΣ J ^'(σ^ε-,ε))® ̂ - r i  П р ' Λ  · 
γ +1 ο 2 π  

2 ε + 4 ί , η  

(42) 

в ионизационном интеграле которого нижний предел, как и в формуле (3), равен 2ε + ε |  (i) 
ion 
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Оператор (41) имеет широкую область применимости. Получим более удобное для числен­

ных расчетов представление (41) для энергий электронов ε »  ε^ η .  С этой целью обсудим описа­

ние элементарных процессов и оценим их вклады. 

Упругие взаимодействия. Если использовать формулу Резерфорда с множителем Мотта 

для σε1(/7,ψ) [15, 16] и V
m i n

 =0,01532^ /βγ [15, 16], то для обратной транспортной длины по-
2 лучается следующая зависимость от γ или ε = уте : 

г 2 4 2 ̂  131γβ β 2 ^  

' " И Г "  ν 
(43) 

В газе молекул, состоящих из двух одинаковых атомов, (41) выражается следующим обра­

зом через молекулярные величины: TV
at
Za

t
 = A

r

mo
I^mol ί 2  -

Ионизация. Лля Σ ( σ ε ' ( ε ' ' ε ) ) ί ο η  Целесообразно использовать умноженную на Z
m o l

 форму-
1 

лу Мёллера σε'(ε',ε)Μ для сечения рассеяния электрона на покоящемся свободном электроне 

[11, 12]. При использовании формул Мёллера и Бете следует опускать εν, в нижнем пределе ио­

низационного интеграла и суммирование по i. Учет εприводит  к превыщению точности, 

а суммирование заменяется умножением σε'(ε',ε)Μ на Z
m o l

.  

Выразим ^ex(I)O
7

)
 и

 ^ionif)
 в

 формулах (41) и (42) через эффективное торможение к. 

В области малых передач импульса [12] 

K
(small) _ Z

m o
\

e

 У ^ 

т е
2

 γ 2  - 1  

1 
q г - + -у 

2,73/
2

 γ 2  
( 4 4 )  

Сюда включены процессы возбуждения и ионизации. Произведение A
r

m o
JK^

s m a l l )

 дает сумму всей 

F
ex
(p) и части F

i o n
 (р) . В области больших передач импульса q [12] 

K
(large)

 =
 J g ^ ( ε , 8 s  )

м
 , (45) 

ει 

где ε x=q\/m, I «q 2Zm « тс
2

 ,а/-эффективная энергия "ионизации". 
Полная сила трения является "силой трения Бете" F{y) [11 ,12] 

F ( P )  = ( K ^
n

) +  K ^ N
a o l

 = F
e x

( P ) ^ F
i o n

( P )  . (46) 

Связанно - связанные переходы учитываются посредством Z
7

ex
(I)O) и σ ε χ  tr(/7). Так как 

σ6ι(/7,ψ) ~ Z 2  и σεχ(/7,ψ) ~ Z , причем в области малых углов оба сечения описываются форму­

лой Резерфорда [15], то σ ε χ  tr(/7) в (41) и (42) для достаточно больших Z можно пренебречь. От­
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мстим, что Z
r

cxf
,)(/?) в операторе (42) включена в F{p). Z

r

o n
 {ρ) в множителе перед Ζμ в (42) 

можно заменить на F{p), так как основной вклад в F{p) дает ионизация [15]. 
Для молекул, состоящих из двух одинаковых атомов, выражение TV

r

at
O

tr
(γ)ν/2 может быть 

записано согласно результатам [16] через F{у) следующим образом: 

( У ) ^ 2 ( ^ ° ' 2  7 ^ F ( Y ) F ( T )  = ~ - Р ( У ) П У ) ,  (47) 
2 2 тс {у - 1 )  2ур 

где использовано обозначение [16] 

( т с ^  ( γ - 1 ) ^ - 1 )  ^ 

2Ι2 

2 

у γ 
1 1 „ 1. 2 In 2 н—г- ч—(1 — у  

γ 8 γ 
Γ ( Γ ) =  / ,/З Γ Ι — '  · ( 4 8 )  

LN|L31-Z^Z 3VR - Ι  

Функция Г слабо зависит от γ, увеличиваясь для воздуха от 0,262 до 0,271 для ε = 514-1530 кэВ 
[16]. В отчете [16] вклад множителя Мотта отсутствует. По-видимому, в работах [3,4] Г = 0,25, 

так как там (47) имеет следующий вид; — A
r

a t

c y

Ir(T) = ̂
m o 1

 ̂ (у). Если принять F{p) = F
xon
{p) и 

2 8ур 

(у - \)тс
2

 » S
i o n  т а х

,  то N
ai
 —Gir{p) + ̂ o n  — в (42) сводится к выражению ̂

m o 1

 / 2 + 2)^(ε) ^ 
2 Iyp Ay ρ 

отличному от (2). 
Составляющая (42), ответственная за упругие потери, гораздо меньше F{p) : 

^ A L R ( P ) Z F ( Y )  = ̂ - ^ - R ( Y ) F ( Y ) / F ( Y )  = ̂ M O 1  Т Г ( У ) « I O ^ .  (49) 
M m  M ту vp A

mol
 m

nucl 

Здесь Z
m o l

 I A
m o x

 «1/2 - отношение числа электронов к числу нуклонов, w / / W
n u c l

 «1/1840 -

отношение масс электрона и нуклона. 
Опуская, согласно приведенной выше аргументации, упругие потери энергии в первой ком­

поненте (42) и σ 6 Χ )  t r  {ρ) - во второй, получаем оператор 

Л {/(/7, μ, 0}  = -\^rP2F{p)f{p, μ, 0 + ί Ar

at ^ Otr {ρ) + Lf {ρ, μ, t) + 
ρ dp K 2  2ΊΡ У 

со ι2 _ ι 2π j 

+ ^ , Ν Σ  I ^ , ( Ε ' , Ε ^ Ν - Ι - ^ / ^ , Μ ' , Ί ) ,  (50) 
! 2=«® У +1 ο 2π 

который отличается от (1)-(3) только второй компонентой, отвечающей за угловое рассеяние. Эту 
функцию выполняет оператор (2), объединяющий описание углового рассеяния на ядре и атом­
ных электронах. 

Ионизационный интеграл в выражении (41) получен без каких бы то ни было ограничений, 
кроме тех, которые накладываются законами сохранения. Точность определяется дифференци­
альным сечением и зависимостью μ0(ε',ε). При использовании формулы (32) для μ0(ε',ε) и фор­
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мулы Мёллера применимость интеграла ограничена условием ε',ε,ε5 » ε·ο η. Для описания кине­

тики в области ε - ε ^ t l необходимо использовать соответствующий набор (σε'(ε'>ε))·οη и точную 

формулу для μ0(ε',ε) с учетом связи атомных электронов. 

Так как F
ex(n
(p) +—Nat <к F(p) в области больших энергий, то в выражении (41) 

M т 
первым членом, единственным содержащим Z

r

e x
(J), можно пренебречь. Действительно, процессы 

возбуждения дают малый вклад в первую компоненту (50), а так как слабые ионизующие соуда­
рения, за которые она отвечает, содержатся в ионизационном интеграле оператора (41), то пре­
небрежение оправдано с высокой точностью. Пренебрегая согласно приведенной аргументации 
Cj

e x  t r
(P) во второй компоненте (50), получаем оператор 

^{ί{ρ,μ,ή] = ΝΛ^<5„(ρ)ίμ/{ρ,\ι,ί) + 

+ ^ t v E  J ( ε ' , ε ) ) ^ - - N a t r o

t o t ( S ) / [ ρ , ν - , ή ,  ( 5 1 )  
/ ε + ε ω  Ί +1 ο ζ π  

который оказывается проще, чем (1)-(3). В отличие от (1)-(3), где угловое рассеяние на ядрах и 
- (Z

m 0
J /2 + ̂ ^ ( ε )  

атомных электронах искусственно объединены посредством — —  , в формуле (51) 
Аур 

рассеяние на ядрах описывается транспортным сечением, а рассеяние на атомных электронах оста­
лось в ионизационном интеграле. Во второй компоненте (50) угловое рассеяние на ядрах доминиру­
ет над рассеянием на атомных электронах: 7V

at
a

t r
(/?)v » F/ур. Поэтому в полном операторе с не­

редуцированным ионизационным интегралом (51) первой компонентой пренебрегать нельзя. В ки­
нетике ЛРУЭ она увеличивает порог убегания электронов и уменьшает скорость усиления лавины. 

Последовательная процедура редуцирования ионизационного интеграла позволила не толь­
ко выполнить сравнение с (1)-(3), но, сравнив вклад компонент полного оператора столкновений, 
исключить некоторые из них (ср. формулы (41) и (51)). Выделение слабых ионизующих 
взаимодействий в отдельный дифференциальный оператор нецелесообразно, так как понижает 
точность описания, не давая никаких вычислительных преимуществ. 

Заключение 

Получен оператор столкновений электронов в средах с доминированием взаимодействий 
с нейтральными атомарными частицами, учитывающий упругое рассеяние на ядрах, возбуждение 
атомарных частиц и их ионизацию. 

Оператор в форме (51) предназначен для описания кинетики электронов больших энергий. 
Ограничения накладываются требованием малости угла рассеяния. Доминирующими в выраже­
нии (51) являются упругое рассеяние на ядрах и ионизация атомов. Оператор существенно проще, 
чем (1)-(3). 

В результате последовательной процедуры выделения "слабых" взаимодействий из иониза­
ционного интеграла получена компонента оператора, отвечающая за угловое рассеяние, отли­
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чающаяся от (2) множителем перед Ζμ и увеличенным вкладом ионизующих соударений в угло­

вое рассеяние электронов. 
Оператор (51) можно использовать не только в исследованиях пробоя планетарных атмо­

сфер в грозовых полях, которая, будучи фундаментальной для физики атмосферы, все же является 
частной задачей. КУ с оператором (51) применимо в задачах транспорта электронов больших 
энергий через плотные среды как в присутствии внешних полей, так и без них: описание электрон-
но-позитронного компонента космических ливней; расчеты высоковольтных разрядов в плотных 
газах с убегающими электронами и несамостоятельных газовых разрядов, поддерживаемых пучком 
электронов, в том числе предназначенных для накачки мощных газовых лазеров; расчеты распро­
странения пучков релятивистских электронов в атмосфере; описание кинетики комптоновских 
электронов, образующихся при ядерном взрыве в атмосфере. 
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Operator of Relativistic Electrons Collision in Cold Gas 
of Atomic Particles 

L P. Babich, M. L Kudryavtseva 

An operator of collision between relativistic electrons and cold atomic particles gas has 
been sequentially derived taking into account elastic interactions, electronic shell excitation 
and ionization. Production of secondary electrons has been exactly described. In the energy 
range far higher than the binding energy of atomic electrons this operator comprises angu­
lar scattering by nuclei and ionization integral, which automatically takes into account scat­
tering by atomic electrons. The collision operator earlier used to study the kinetics of rela­
tivistic runaway electron avalanches has been analyzed. Exacter operator obtained in this 
work is formally simpler and requires less time for computation. 
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