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ÓÄÊ 533.6.011.72ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÄÀÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÂßÇÊÎÃÎ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÃÎ ÃÀÇÀÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÀ. Ë. Àäðèàíîâ(ÑèáÃÀÓ èì. àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà,Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Êðàñíîÿðñê)Ìîäåëèðóåòñÿ ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ñî ñäâèãîâûì ñëîåì â âÿç-êîé è íåâÿçêîé ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è. Ñêà÷îê ñõåìàòèçèðóåòñÿ êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõ-íîñòüþ ñèëüíîãî ãàçîäèíàìè÷åñêîãî ðàçðûâà, íà êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îáîáùåííûåàñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ, ó÷èòûâàþùèå âÿçêîñòü èòåïëîïðîâîäíîñòü. Ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðîâåäåíîñðàâíåíèå îäíîãî èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ïîë-íûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Ïîêàçàíî, ÷òî íåó÷åò â ÿâíîì âèäå ôàêòîðà âÿçêîñòè-òåïëîïðîâîäíîñòè â äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè ïðè ðàñ÷åòå âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ âñëîå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâåðíîìó êîíå÷íîìó ðåçóëüòàòó. Èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå êðàåâîãîýôôåêòà íà äåéñòâèå ôàêòîðà âÿçêîñòè-òåïëîïðîâîäíîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèâîëèíåéíûé ñêà÷îê óïëîòíåíèÿ (ÑÓ), âÿçêèé òåïëîïðîâîäíûéñîâåðøåííûé ãàç, ñäâèãîâûé ñëîé, ñõåìàòèçàöèÿ ñêà÷êà ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ãàçîäè-íàìè÷åñêîãî ðàçðûâà, îáîáùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (óñëîâèÿ) íà êðè-âîëèíåéíîì ÑÓ, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä,êðàåâîé ýôôåêò, äîïîëíèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü, âèõðåâàÿ ìîäåëü, íåâÿçêîåðåøåíèå, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèþ çàäà÷è, ðîäñòâåííîé òîé, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, à èìåííî çàäà-÷è î âçàèìîäåéñòâèè ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ (ÑÓ) ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì (ÏÑ), à òàêæå èçó÷åíèþ âîïðîñàî íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà â ñîîòíîøåíèÿõ íà ñõåìàòèçèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà â äèññèïàòèâ-íûõ ñðåäàõ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, â ÷àñòíîñòè [1�5]. Çàäà÷àî âçàèìîäåéñòâèè ÑÓ ñ ÏÑ èññëåäóåòñÿ ìåòîäàìè ôèçè÷åñêîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòàñðàâíèòåëüíî äàâíî è ñòàëà óæå ïðîáíîé äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäèê íà îñíîâå ïîëíûõ íåñòàöè-îíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (ÓÍÑ)1, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, íàïðèìåð[6�14].Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ ñî ñäâèãîâûì ñëîåì (ÑÑ) çàäà÷à îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé, ïîñêîëüêó÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðåàëüíûõ è ìîäåëèðóåìûõ òå÷åíèÿõ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíà ïðè-âëåêàòåëüíà åùå è ïîòîìó, ÷òî âûøåóêàçàííîå âçàèìîäåéñòâèå â ïðåäåëå � â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîéãàçîâîé äèíàìèêè � ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à [15, 16] î âçàèìîäåéñòâèèÑÓ è òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà. Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñàìîãî òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà âðàçëè÷íûõ ñðåäàõ ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [17�20].Ñëó÷àé êîíå÷íûõ, íî áîëüøèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà (Re1) èíòåðåñåí ñàì ïî ñåáå, ïîñêîëüêó òîëùè-íû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ � ÑÓ è ÑÑ � ïî-ðàçíîìó çàâèñÿò îò Re1 è ìîãóò çíà÷èòåëüíî1Äðóãîå, âîçìîæíî, áîëåå ïðàâèëüíîå íàçâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé � óðàâíåíèÿ âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ñæèìàåìîãîãàçà. � 10 �



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óäàðíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà . . .îòëè÷àòüñÿ. Îñíîâíûìè ôèçè÷åñêèìè ôàêòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿíåðàâíîìåðíîñòü ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ñëîå, íà÷àëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåãî ñêà÷-êà, ñîáñòâåííî ôàêòîð âÿçêîñòè-òåïëîïðîâîäíîñòè (ÂÒ). Íåó÷åò óæå íåïîñðåäñòâåííî â çàäà÷åâçàèìîäåéñòâèÿ ïîñëåäíåãî ôàêòîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, âçÿòèå çà îñíîâó íå ÓÍÑ, à óðàâíåíèé Ýé-ëåðà (ÓÝ) ïðèâîäèò ê âèõðåâîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ (ÂÌÂ) [21]. Îäíàêî ïîñêîëüêó â ïðîöåññåôîðìèðîâàíèÿ íåâîçìóùåííîãî ÑÑ ôàêòîð ÂÒ èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü, îïðåäåëÿÿ ãëàâíîå � ïîïå-ðå÷íûå ìàñøòàáû ÑÑ è êîìïîíåíòó ñêîðîñòè (ñì., íàïðèìåð, [14]), òî íåÿâíî, êàê ïàðàìåòð, ÂÒ âñåðàâíî ïîïàäàåò â îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçóåìîå äàëåå â òåêñòå íàñòî-ÿùåé ðàáîòû ñëîâîñî÷åòàíèå íåâÿçêèé ñëó÷àé èìååò, êàê ïðàâèëî, óñëîâíûé ñìûñë, ïîäðàçóìåâàÿèñïîëüçîâàíèå íåâÿçêèõ óðàâíåíèé íåïîñðåäñòâåííî ëèøü ïðè ðàñ÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ è ÑÑ,ðàíåå ñôîðìèðîâàâøåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ÂÒ .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ [21�28] âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ è ÑÑ íà îñíîâå îðèãè-íàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé äåéñòâèå ôàêòîðà ÂÒ àñèìïòîòè-÷åñêè (Re1 !1); ãàçîäèíàìè÷åñêèå ÷ëåíû óðàâíåíèé ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ òî÷íî. Ñóùåñòâåííî,÷òî äàííàÿ ìîäåëü è âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïðåäïîëàãàþò ÿâíîå âûäåëåíèå, òî÷íåå ñõåìàòè-çàöèþ ÑÓ.Ñõåìàòè÷íî äëÿ íåâÿçêîãî ñëó÷àÿ ïðîöåññ ïðîíèêíîâåíèÿ ÑÓ â íåïðåðûâíûé âèõðåâîé ÑÑ (âçÿòàñâåðõçâóêîâàÿ ÷àñòü ÏÑ) â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1, a. Çäåñü 1�3 � îñíîâíûåýëåìåíòû ðåôðàêöèè ñêà÷êà; 4 � äîãîíÿþùèå âîçìóùåíèÿ [29], íåñóùèå êðàåâîé ýôôåêò (ÊÝ);� è b� � îäíà è òà æå ëèíèÿ òîêà äî è çà ÑÓ ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùàÿñÿ âûðîæäåííûì òàíãåíöè-àëüíûì ðàçðûâîì: åãî èíòåíñèâíîñòü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé íåïðåðûâíî-ãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. Íà ðèñ. 1, á ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ñõåìàòèçàöèè (èñêëþ÷åí ÊÝ 4) ïðåäñòàâëåíàäèíàìèêà ýòîãî ïðîöåññà â ïëîñêîñòè óäàðíî-âîëíîâûõ ïîëÿð [15, 30, 31] â êîîðäèíàòàõ (�, � = lnJ),ãäå � � óãîë ïðåëîìëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè íà ÑÓ, à J = bp=p � åãî èíòåíñèâíîñòü. Ïîëÿðû 1, 2 íàðèñ. 1, á ñîîòâåòñòâóþò äâóì ñîñåäíèì ëèíèÿì òîêà (ñì. ðèñ. 1, à) íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ñ ìàëûìðàçëè÷èåì ÷èñåë Ìàõà, à ïîëÿðà 3 � ëèíèè òîêà çà ïàäàþùèì ÑÓ (ñ ÷èñëîì Ìàõà bÌ).

Ðèñ. 1. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ è ÑÑ â íåâÿçêîé (âèõðåâîé) ïëîñêîé ïîñòàíîâêå: à � ôèçè÷åñêàÿ ïëîñ-êîñòü; á � ïëîñêîñòü ïîëÿð 1. Îñíîâíûå äîïóùåíèÿÏðèâåäåì äîïóùåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå:Ä1. Ãàç ñ÷èòàåòñÿ ñîâåðøåííûì, à ñäâèãîâîå òå÷åíèå ïî îáå ñòîðîíû ÑÓ � äâóìåðíûì (ïëîñêàÿèëè îñåâàÿ ñèììåòðèÿ) ñòàöèîíàðíûì ñâåðõçâóêîâûì ëàìèíàðíûì ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåé-� 11 �



À. Ë. Àäðèàíîâíîëüäñà (Re1 > 103, Pr � 1).Ä2. ÑÓ ñõåìàòèçèðóåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ãàçîäèíàìè÷åñêîãî ðàçðûâà.Ä3. Ñïðàâåäëèâî ïîãðàíñëîéíîå ñîîòíîøåíèå ìàñøòàáîâ ïðîèçâîäíûõ â ãëàäêèõ ïîäîáëàñòÿõ (âíåÑÓ èç Ä2) ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ.Ä4. Íåâîçìóùåííûé ñâåðõçâóêîâîé ÑÑ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èñòî÷íèê: îòñóòñòâóåò ðàñïðîñòðàíå-íèå âîçìóùåíèé ââåðõ ïî ïîòîêó, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà òåïëîïðîâîäíîñòè.Ä5. Ðåàëüíûé ÊÝ çà ÑÓ (ýëåìåíò 4 íà ðèñ. 1, à) ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè çàìåíÿåòñÿìîäåëüíûì, â ÷àñòíîñòè, èñêëþ÷àåòñÿ âîâñå.Èç ïåðå÷èñëåííûõ äîïóùåíèé â îáîñíîâàíèè íóæäàþòñÿ ëèøü äâà ïîñëåäíèõ; Ä2 è Ä3 îáîñ-íîâàíû â ðàáîòå [23] (ñì. òàêæå [32�42]). Ä4 îñíîâûâàåòñÿ íà ìíîãî÷èñëåííûõ ôèçè÷åñêèõ èâû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ è ïîçâîëÿåò ïðè ñõåìàòèçàöèè ÑÓ (Ä2) ãåîìåòðè÷åñêè ðàçäåëèòüâñþ ðåøàåìóþ çàäà÷ó íà íåâîçìóùåííóþ (èñòî÷íèê) è âîçìóùåííóþ ÷àñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõÓÍÑ îáîñíîâàòü ýòî íåïðîñòî, ïîñêîëüêó ïàðàáîëè÷åñêèé õàðàêòåð äàííûõ óðàâíåíèé íå ïîçâîëÿåòôîðìàëüíî èñêëþ÷èòü èç ðàñ÷åòà êàêóþ-ëèáî ÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì àêêóðàòíî ïðî-âåäåííûé àíàëèç ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ÓÍÑ ïðèâîäèò ê ìûñëè î òîì, ÷òîäàííîå äîïóùåíèå èìååò ïîä ñîáîé ôàêòè÷åñêóþ îñíîâó. Îáîñíîâàíèþ Ä5 ïîñâÿùåíà ðàáîòà [21],ãäå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî â íåâÿçêîì ñëó÷àå èñêëþ÷åíèå ÊÝ, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìÄ5, ýêâèâàëåíòíî ðåôðàêöèîííîé (òðåõýëåìåíòíîé � ñì. ðèñ. 1) ñõåìå âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ è ÑÑ.Íåîáõîäèìî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå âûñîêîòî÷íîãî è âïîëíå àäåêâàòíîãî íåâÿçêîé ïî-ñòàíîâêå çàäà÷è ìåòîäà âûäåëåíèÿ ðàçðûâîâ (ñì., íàïðèìåð, [39�43, 29, 30]) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿòå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà, ñîäåðæàùåãî ñêà÷êè, íåñìîòðÿ íà èìåþùèéñÿ îòäåëüíûéîïûò, íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì.Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä ñõåìàòèçàöèè ñêà÷êà ìîæåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿñòàöèîíàðíûõ óäàðíî-âîëíîâûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåé-íîëüäñà è õîðîøî ñî÷åòàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà.Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêàÿ âûïîëíèìîñòü îáû÷-íûõ óñëîâèé íà êîñîì ÑÓ [30, 23] îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Re1 ôàêòîð ÂÒ ìîæåò ñïðàâåä-ëèâî íå ó÷èòûâàòüñÿ â ëîêàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ñèëüíîì ðàçðûâå [15, 29, 30]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ïîñëåäíèé òåðìèí ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ôîðìàëüíûì, è óæå èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïðè çíà÷èòåëüíîéíåðàâíîìåðíîñòè ÑÑ è ñðåäíèõ ÷èñëàõ Re1 âëèÿíèå ôàêòîðà ÂÒ äîëæíî êîððåêòíî ó÷èòûâàòüñÿìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. ÂÌÂ [21], íåñìîòðÿ íà âûñîêîå êà÷åñòâî ðàçðåøåíèÿ îêðåñòíîñòè ÑÓçà ñ÷åò åãî ÿâíîãî âûäåëåíèÿ, ê ñîæàëåíèþ, íèêàê íå ó÷èòûâàåò óêàçàííîãî ôàêòîðà. Îòêàç îòñõåìàòèçàöèè ÑÓ (ñì., íàïðèìåð, [36�38]) è ïåðåõîä íà ñêâîçíîé ñ÷åò â ðàìêàõ ïîëíûõ ÓÍÑ èëèèõ ïàðàáîëèçîâàííîãî âàðèàíòà � ÏÓÍÑ (ñì., íàïðèìåð, [6�10]) ñ öåëüþ ó÷åòà ôàêòîðà ÂÒ ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ íåîïðàâäàííûì, ïîñêîëüêó ðåçêî ïîíèæàåò ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü è ýôôåêòèâíîñòüâû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàÿ è åãî íàñûùàåìîñòü [44]. È íàîáîðîò, ñäå-ëàííûå äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò, êàê è â ñëó÷àå ÂÌÂ [21], ðàññìàòðèâàòü ôðîíò ÑÓ, ïðîíèêàþùèé âñëîé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà, êàê òðàåêòîðèþ ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû â ïîäõîäå Ëàãðàíæà èïðîèçâåñòè ðåäóêöèþ èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÓÍÑ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê çàäà÷åÊîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ãà-çîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî íà êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè ÑÓ è â áëèæàéøåéåå îêðåñòíîñòè.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ïðàâèëüíûì ðåøåíèåì-âûõîäîì â ýòîé ñèòóàöèè áóäåò äîðàáîòêààêêóðàòíîé ÂÌÂ [21] íà ñëó÷àé áîëüøèõ (íî êîíå÷íûõ) ÷èñåë Re1 [24�28]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîéìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè â [22, 23] îáîáùåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìèñîîòíîøåíèÿìè íà ÑÓ (ÎÄÑÑ)2. Â îòëè÷èå îò ñâîåãî "íåâÿçêîãî ïðåäøåñòâåííèêà" � äèôôåðåí-öèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (ÄÑ) [45, 30, 31] � ÎÄÑÑ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìèâûðàæåíèÿìè ïðè Re1 !1 è â ïðåäåëå ñîâïàäàþò ñ ÄÑ.2Èíà÷å: ÎÄÑÑ � îáîáùåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.� 12 �



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óäàðíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà . . .2. Îáîáùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿíà ñêà÷êå óïëîòíåíèÿÏðèâåäåì èç [23] ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó çàïèñè ÎÄÑÑ.Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâåðõçâóêîâîå äâèæåíèå âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî (Pr � 1) ãàçà (Ä1) ñ îáðàçîâà-íèåì â ïîëå òå÷åíèÿ ÑÓ è ÑÑ. Èçâåñòíî [8], ÷òî òîëùèíû ýòèõ îáðàçîâàíèé ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãîîáåçðàçìåðèâàíèÿ âåëè÷èí èìåþò ðàçíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìàñøòàá ïðè Re1 ! 1: òîëùèíà ÑÑÆ� � " = (Re1)�1=2 � ìàëûé ïàðàìåòð, òîëùèíà ÑÓ Æs � "2 � îáðàòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà. Òàêèìîáðàçîì, â çàäà÷å ïðèñóòñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàñøòàáà: 1, ", "2, ïðè÷åì 1 � " � "2ïðè " ! 0, ãäå åäèíèöà ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó çàäà÷è. Ó÷èòûâàÿ äàííóþ "âèëêó"ìàñøòàáîâ, èñêëþ÷èì íàèìåíüøèé èç íèõ (Ä2). Ïðèâåäåì ÎÄÑÑ [23], âûïîëíÿþùèåñÿ íà êðèâî-ëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè ñõåìàòèçèðîâàííîãî ÑÓ:ai;j �b�j�bn + biKw + ci;j (�j)n + di Æy + "2 hei;j �b�j�bnbn + fiK 0w + gi;j (�j)nn +Nii = 0;� = (W; �; p; h)T ; i; j = 1; : : : ; 4; (1)ãäå Æ = 0 (Æ = 1) ; "2 = (Re1)�1 ; Ni = Ni ��b�j�bn ; (�j)n ; b�j; �j; Kw� :Â (1) ïðèìåíåíî ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó j; âåëè÷èíû Kw è K 0w ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëüíóþ êðèâèçíó ÑÓ (â îòëè÷èå îò ðàäèàëüíîé êðèâèçíû 1=y â îñåñèì-ìåòðè÷íîì ñëó÷àå) è ïðîèçâîäíóþ îò íåå; âåêòîð N ÿâíî îáúåäèíÿåò íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå. Çà-ìåòèì, ÷òî â íåâÿçêîì ñëó÷àå ("2 = 0 â îáîáùåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ íóëåâîãî è ïåðâîãî (ÎÄÑÑ)ïîðÿäêîâ; ÎÄÑÑ ! ÄÑ [23]) óðàâíåíèÿ (1) áóäóò ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ,÷òî ïîçâîëÿåò ïîñëå çàìûêàíèÿ ÄÑ íàéòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Âñåïðîèçâîäíûå çàïèñàíû â ëîêàëüíîé åñòåñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (s; n) (çà ÑÓ � (bs; bn), ðèñ. 2;âåëè÷èíû çà ÑÓ â (1) òàêæå ïîìå÷åíû íàäñòðî÷íûì ñèìâîëîì " b "). Ôóíêöèîíàëüíûå ìàòðèöû(âåêòîðû) êîýôôèöèåíòîâ A; : : : ; G ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïî îáåñòîðîíû ÑÓ. Â íåâÿçêîì ñëó÷àå A; : : : ;D â (1) ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâà-íèé â òî÷íîñòè ïðèâîäÿòñÿ ê ìàòðèöàì â [45]. Â (1) p � äàâëåíèå; � � ïëîòíîñòü; W � ìîäóëüñêîðîñòè; h = 
(
 � 1) p� � ýíòàëüïèÿ; 
 = cp=cv � ïîêàçàòåëü èçýíòðîïû; � è b� � óãëû íàêëîíàñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé òîêà (s è bs) ê îñè OX äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò XOY (ñì. ðèñ. 2).Îñü OX ëèáî ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè (Æ = 1), ëèáî ëåæèò â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè òå÷åíèÿ (Æ = 0).Íà òîì æå ðèñ. 2 îñòðûé óãîë � ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè �!W è ÑÓ (ìåæäó ~s è ~�s) îïðåäåëÿåò èí-òåíñèâíîñòü ÑÓ: j�j � �Ì, ãäå �Ì = arcsin (1=Ì) � óãîë Ìàõà, à çíàê � óãëà � îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî,ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñêà÷îê (õàðàêòåðèñòè-êà ïðè � = ��Ì) â ïðåäåëüíîì íåâÿçêîì ñëó-÷àå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âåëè÷èíû îáåçðàç-ìåðåííû [23].Ïðîàíàëèçèðóåì ÎÄÑÑ (1), ïîëàãàÿ, ÷òî êî-ýôôèöèåíòû A; : : : ; G íà äàííûé ìîìåíò, ò. å. âäàííîé òî÷êå ÑÓ, óæå âû÷èñëåíû è ãàçîäèíàìè-÷åñêèå ïàðàìåòðû ïî îáå ñòîðîíû ÑÓ óäîâëåòâî-ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì íóëåâîãî ïîðÿäêà [23]. Ãà-çîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ â êàñàòåëüíîì ê ÑÓ íà-ïðàâëåíèè ñ÷èòàåòñÿ ãëàäêèì. Òîãäà (1) ñîäåð-æèò 10 íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí: 8 íîðìàëüíûõ ïðî-èçâîäíûõ ïåðâîãî-âòîðîãî ïîðÿäêà îò âåëè÷èí çàÑÓ, åãî êðèâèçíó è ïðîèçâîäíóþ îò íåå. Ïðîèç-âîäíûå îò òåõ æå âåëè÷èí â íåâîçìóùåííîì ÑÑïîëàãàåì èçâåñòíûìè (Ä4) [21�28]. Ðèñ. 2. Ñîáñòâåííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííûå ñÑÓ è ëèíèåé òîêà� 13 �



À. Ë. ÀäðèàíîâÍàïîìíèì [23], ÷òî âÿçêèå ñëàãàåìûå â (1) âîçíèêëè ïî äâóì ïðè÷èíàì � èç-çà ó÷åòà ôàêòîðàÂÒ:à) â ïåðâîîáðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ÑÓ;á ) â äèôôåðåíöèàëüíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ â ãëàäêîé îêðåñòíîñòè ÑÓ.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðíûõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå ÎÄÑÑ (1) äëÿ âûÿâëåíèÿ âêëà-äà óêàçàííûõ îòäåëüíûõ âÿçêèõ êîìïîíåíòîâ öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâìåñòíîå, òàê èðàçäåëüíîå èõ âëèÿíèå íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé (ñì. ðàçä. 6).Çàìåòèì, ÷òî äàæå ïðè ïîëíîé îïðåäåëåííîñòè âñåõ ïàðàìåòðîâ è ïðîèçâîäíûõ ïî îáå ñòîðîíû ÑÓè âñåõ ïðîèçâîäíûõ â òå÷åíèè äî íåãî ïðåâðàòèòü ÎÄÑÑ â ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöàëüíûõóðàâíåíèé, âûïîëíÿþùèõñÿ âäîëü åãî ôðîíòà, âîçìîæíî ëèøü ïîñëå çàìûêàíèÿ (1). Íåäîñòàþùèåóðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå íåèçâåñòíûå ïðîèçâîäíûå çà ÑÓ, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü, çàìåíèâ ðåàëüíûé ÊÝìîäåëüíûì (Ä5). 3. Èñêëþ÷åíèå èëè çàìåíà ðåàëüíîãî ÊÝ ìîäåëüíûìÑíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé èñêëþ÷åíèÿ ÊÝ â ðàìêàõ ìîäåëè íåâÿçêîãî è íåòåïëîïðîâîäíîãîãàçà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15, 29, 45, 30]), ÷òî â îòëè÷èå îò ñëàáîãî ðàçðûâà ÑÓ òðåáóåòäëÿ ñâîåé îïðåäåëåííîñòè çàäàíèÿ îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, â ÷àñòíîñòè, íàêëîíà ÑÓê âòåêàþùåé â íåãî ëèíèè òîêà (tg �, ñì. ðèñ. 2). Òîãäà âñå ïàðàìåòðû çà ÑÓ îïðåäåëÿþòñÿîäíîçíà÷íî. Òàêàÿ çàäà÷à ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè [31, 30] ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íóëåâîãî ïîðÿäêà.Äëÿ ðàñ÷åòà êðèâèçíû ÑÓ è ïðîèçâîäíûõ îò ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé çà íèì äîëæíà ðåøàòüñÿñëåäóþùàÿ ïî ðàíãó çàäà÷à ïåðâîãî ïîðÿäêà. ÄÑ [31, 30] (èëè, ÷òî òî æå, ÎÄÑÑ (1) ïðè "2 == 0) îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî: äëÿ çàìûêàíèÿ ÄÑ íåîáõîäèìî çàäàòü ëèáî ñàìó êðèâèçíó ÑÓ,ëèáî êàêóþ-íèáóäü èç ïðîèçâîäíûõ çà íèì, ëèáî èõ êîìáèíàöèþ. Â êà÷åñòâå òàêîâîé ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà äîïîëíèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü [46], èñêëþ÷àþùàÿ ÊÝ çà ÑÓ [21]. Ñèñòåìà(1) ïðè ýòîì äåëàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ â ëþáîé ðàñ÷åòíîé òî÷êåÑÓ è ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà ïî õîäó åãî ýâîëþöèè.Ïðè âíåøíåé ñõîæåñòè çàäà÷ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ ìåæäó íèìè åñòü ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå:ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íóëåâîãî ïîðÿäêà íå çàäàâàòü ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé íàêëîí ÑÓ, íåëüçÿ, àïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâíî íå çàäàâàòü òó èëè èíóþ ïðîèçâîäíóþ, îïðåäåëÿþùóþêðèâèçíó ÑÓ, ìîæíî. Êàê äîêàçàíî â [21], âñåãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèç-âîäíûõ çà íèì, èñïîëüçóÿ êîòîðóþ óäàåòñÿ êîððåêòíî çàìêíóòü çàäà÷ó ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íàèáîëååóíèâåðñàëüíûì è ïðàâèëüíûì èç òàêîãî ðîäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé çà ÑÓ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå [21]bpbs + bm��bpbn = 0; bm�� = ��pbÌ2 � 1 = �� tg (b�Ì) ; (2)â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå îçíà÷àþùåå èñêëþ÷åíèå ÊÝ çà ÑÓ, ïðèíîñèìîãî äîãîíÿþùèìè âîçìóùåíèÿìè(ýëåìåíò 4 íà ðèñ. 1, à). Êîýôôèöèåíò bm�� â (2) ôèêñèðóåò â (bs; bn)-êîîðäèíàòàõ íàêëîí õàðàêòå-ðèñòèêè ïðîòèâîïîëîæíîãî ñêà÷êó ñåìåéñòâà (îòðàæåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà �� çà ÑÓ íà ðèñ. 2);bÌ; b�Ì � ÷èñëî è óãîë Ìàõà çà ÑÓ. Ñëåäîâàòåëüíî, (2) îçíà÷àåò, ÷òî íàïðàâëåíèå bm�� ÿâëÿåò-ñÿ èçîáàðè÷åñêèì äëÿ òî÷åê íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè ÑÓ. Òàêèì îáðàçîì, áåç ÿâíîãî çàäàíèÿ ñàìèõïðîèçâîäíûõ çà ÑÓ òåì íå ìåíåå æåñòêî ôèêñèðóåòñÿ ëîêàëüíûé íàêëîí èçîáàðû çà ÑÓ. Èç ïðàê-òè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ÓÝ [21, 30] çàìå÷åíî, ÷òî â ðÿäå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé (èñêëþ÷àÿ,íàïðèìåð, çàäà÷è ñâåðõçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ) (2) ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ñàìî ïî ñåáå,è ïîýòîìó ÿâíîå "íàâÿçûâàíèå" åãî æå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè (Ä5) íåâðåäèò ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Èç ðàñ÷åòîâ ïî ïðåäëàãàåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëè òàêæåñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ êîýôôèöèåíòà bm�� â (2) ïðèâîäèò ê ìàëîìó èçìåíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãîðåøåíèÿ, ÷åì óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îöåíêå âëèÿíèÿ ÊÝ íà äåéñòâèå ôàêòîðà ÂÒ.Ïðèìåíåíèå èñêëþ÷àþùåãî óñëîâèÿ (2) â íåêîòîðîì ñìûñëå óïîäîáëÿåò ÑÓ êîíå÷íîé èíòåíñèâ-íîñòè � õàðàêòåðèñòèêå, çà êîòîðîé, êàê èçâåñòíî [29, 30], íå òðåáóåòñÿ íè÷åãî çàäàâàòü äëÿ îïðå-äåëåíèÿ åå ôîðìû (êðèâèçíû). Âìåñòå ñ òåì î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ÑÓ äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ� 14 �



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óäàðíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà . . .óæå êàê ìîäåëüíûé, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êðèâèçíà, îïðåäåëåííàÿ èç ÎÄÑÑ (1) ñ ó÷åòîì (2),ïîëó÷èëà íàçâàíèå ðåôðàêöèîííîé [21], ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêîìó ïðîöåññó ðåôðàêöèèôðîíòà ÑÓ. Äîãîíÿþùèå âîçìóùåíèÿ 4 (ñì. ðèñ. 1, à) â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò. Ñëåäóåò îòìå-òèòü, ÷òî òåðìèí ðåôðàêöèÿ îäèíàêîâî ïðèìåíèì êàê ê ýëåêòðîìàãíèòíûì, òàê è ê àêóñòè÷åñêèìâîëíîâûì ôðîíòàì, íåñìîòðÿ íà èõ ðàçëè÷íóþ ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ïðèìåíèòåëüíî ê ÑÓ (óäàð-íûì âîëíàì) äàííûé òåðìèí èñïîëüçîâàëñÿ, íàïðèìåð, â [16, 30, 31]. Äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ñ íåïðåðûâíûì ïðîôèëåì ïàðàìåòðîâ â ñëîå, íà êîòîðûé ïàäàåò ÑÓ, ëîêàëüíîå äèñêðåòíîå ïðåä-ñòàâëåíèå ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå ðåôðàêöèîííîé ñõåìû (ðèñ. 1, à áåç ýëåìåíòà 4) ÿâëÿåòñÿâñåãî ëèøü âîçìîæíîé ìîäåëüþ (îòñþäà è òåðìèí � ìîäåëüíàÿ êðèâèçíà ÑÓ [21]).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñëîâèå (2) ïðèìåíÿåòñÿ óæå ê âÿçêîé çàäà÷å, ñëåäîâàòåëüíî, îò (2) äîëæíîáðàòüñÿ åùå åãî äèôôåðåíöèàëüíîå ñëåäñòâèå [25, 26], êîòîðîå ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îçíà÷àåòáîëåå ãëàäêîå êàñàíèå èçîáàðîé õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùåé èç ÑÓ.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÓÝ óñëîâèå (2), êàê è åãî ñëåäñòâèå, ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ ÷èñòîíîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ [21]:@ ln bp@bn + ��� bÌ� @b�@bn + Æy sin b�! = 0; �� bÌ� = 
 bÌ2pbÌ2 � 1 ; (3)ãäå êîìïëåêñ �� bÌ�, ââåäåííûé â [31, 30], èìååò, êàê è bm�� â (2), ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäóëü íàêëîíà óäàðíîé ïîëÿðû 3, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, á, â íà÷àëå åå ñè-ñòåìû êîîðäèíàò � òî÷êå O1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìíîæèòåëü ïåðåä ñêîáêîé â (3) èìååò çíà÷åíèå,îòëè÷íîå îò ��� bÌ�, òî èìååò ìåñòî òîò èëè èíîé ÊÝ è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå óñëîâèå íå áóäåòèñêëþ÷àþùèì.Ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ (2), (3) â âÿçêîé çàäà÷å ìîæíî îáîñíîâàòü òåì, ÷òî äàííîå óñëîâèåïðèìåíÿåòñÿ â ïîëóîáëàñòè çà ÑÓ, ãäå ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ ÓÝ: âÿçêèå ÷ëåíû âÓÍÑ èëè ÏÓÍÑ â ìàñøòàáå ÑÑ èìåþò ïîðÿäîê O (") è âûøå ïðè Re1 ! 1 (ñì., íàïðèìåð, [14]).Åñëè âñå æå ïðè ïåðåõîäå îò (2) ê (3) âìåñòî ÓÝ èñïîëüçîâàòü ÏÓÍÑ, òî ïîñëåäíåå óñëîâèå áóäåòñîäåðæàòü óæå è âÿçêèå ÷ëåíû, îäíàêî èç ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ Re1 èõ ðîëü íåçíà÷è-òåëüíà. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôîðìà çàïèñè (3) èñêëþ÷àþùåãî óñëîâèÿ ñîäåðæèòâ ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè (Æ = 1) âíåäèôôåðåíöèàëüíûé èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí.Ñëåäóþùèì øàãîì, ðàñøèðÿþùèì âîçìîæíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ÊÝ, ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå (2)èëè (3) êàê êîìáèíàöèè ïðîèçâîäíûõ ñ ïðîèçâîëüíûìè (èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ) âåñîâûìè êîýôôè-öèåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå è çàìåíà íóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íåêîòîðîé âåëè÷èíîé òèïàîòìå÷åííîãî âûøå èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà. Òàêîå ðàñøèðåíèå (2) äåëàåò âîçìîæíûì ÿâíîå çàäàíèå âòîì ÷èñëå è ðåàëüíîãî ÊÝ çà ÑÓ, åñëè òàêîâîé èçâåñòåí, áåç ðåøåíèÿ èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ âîçìîæíîñòü äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóùåñòâåííîå äîñòîèíñòâîíàñòîÿùåãî ïîäõîäà.Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ bpbn, bpbnbn èç (2) è åãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëåäñòâèÿâ (1) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ÷àñòè êîýôôèöèåíòîâ â (1). Óñëîâèìñÿ, åñëè ýòî íå âðåäèò ñìûñëóçàäà÷è, îáîçíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàííûõ è èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ â (1), ðàâíî êàê ôîðìû çàïèñèèñêëþ÷àþùåãî óñëîâèÿ (2) èëè (3), â äàëüíåéøåì íå ðàçëè÷àòü.4. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ �èíòåãðèðîâàíèÿ íåâÿçêèõ óðàâíåíèéÐàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ïðè ðàñ÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ è ÑÑ èñïîëü-çóåòñÿ ìîäåëü íåâÿçêîãî íåòåïëîïðîâîäíîãî ãàçà � ÂÌÂ. ÑÑ â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòüïðîñòî êàê âèõðåâîé ñëîé. Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî âåêòîðàïðîèçâîäíûõ X = �cWbn; b�bn; Kw; bhbn�T èç ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî åãî êîìïîíåíò ÄÑ ëåãêî ðàçðåøè-ìà, ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ A = (ai;j=1;2; bi; ai;4)i=1;:::;4 íå ñîäåðæèòâÿçêèõ ÷ëåíîâ è õîðîøî îáóñëîâëåíà â ëþáîé òî÷êå ÑÓ. Òàêèì îáðàçîì, åäèíîæäû ðàçðåøèâ â� 15 �



À. Ë. Àäðèàíîâîáùåì âèäå ïðåäâàðèòåëüíî çàìêíóòóþ ñèñòåìó (1) ñ "2 = 0, ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëüíûå âûðà-æåíèÿ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò X. Äàëåå ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ âäîëü ÑÓ ìîæíî ïîñòóïèòü äâóìÿðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.Ïåðâûé ñïîñîá [21] ïðåäïîëàãàåò ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå òîëüêî òðåòüåé êîìïîíåíòû âåêòîðàX � ðàçðåøåííîãî â ÿâíîì âèäå ôîðìóëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ êðèâèçíû ÑÓ Kw � X3, çàâèñÿùåãîîò òåêóùèõ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà (Ä4) è èíòåíñèâíîñòè ÑÓ J (èëè óãëîâ �, 
 � íàêëîíà ÑÓ ê îñèOX � è ò. ï.). Òàêèì îáðàçîì, äîáàâèâ èçâåñòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, áóäåì èìåòüd
dw = Kw�w;
(w)�; d xdw = cos
 (w) ; dydw = sin
 (w) ;Kw = y00 h1 + (y0)2i�3=2 = y00 cos3
; y0 � dydx = tg
: (4)Ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ äëÿKw ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íàêëîí è êîîðäèíàòûÑÓ â íîâîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå (xs+1, ys+1) ïî õîäó åãî ýâîëþöèè:
(ws+1) = 
s + ws+1Zws Kw�w;
(w)�dw; 
s+1 = 
s + �w2 �Kw (ws;
s) +Kw �ws+1;
s+1�� (5)(äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷åê ÑÓ àíàëîãè÷íî; îíè íóæíû åùå è ñ öåëüþ ïîòî÷å÷íîé èíòåð-ïîëÿöèè ïàðàìåòðîâ è ïðîèçâîäíûõ â èñòî÷íèêå, êîòîðûé çàäàí íà ïîäðîáíîé ñåòêå â äåêàðòîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò XOY ). Ïðè ïîëó÷åíèè ïðàâîãî âûðàæåíèÿ (5), ïðèáëèæåííîãî ñåòî÷íîãî àíà-ëîãà èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà, èñïîëüçîâàí ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì3 íà îñíîâå êâàäðàòóðíîéôîðìóëû òðàïåöèé; ïðèðàùåíèÿ èíäåêñîâ s ! s + 1, n ! n + 1 (ìåíÿåòñÿ ëèíèÿ òîêà � ìåíÿåòñÿíîðìàëü ê íåé, ðèñ. 3) ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíîìó ñäâèãó âäîëü ÑÓ. Ïðè ýòîì â ïðåäûäóùåéòî÷êå ÑÓ (xs, ys), ðàâíî êàê è â íà÷àëüíîé òî÷êå (x0, y0) ïàäåíèÿ åãî íà ÑÑ, âñå ïðåäïîëàãàåòñÿèçâåñòíûì.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ðåøàåòñÿ è âñÿ çàäà÷à â öåëîì, ïîñêîëüêó âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèåïàðàìåòðû çà ÑÓ â êàæäîé íîâîé åãî òî÷êå (xs+1, ys+1) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàìâ èñòî÷íèêå (Ä4) ïåðåä íèì ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (îáû÷íûå óñëîâèÿ íà êîñîì ÑÓ):èç (5) èçâåñòåí óãîë íàêëîíà ÑÓ ê îñè OX 
s+1 = �s+1+ � (xs+1; ys+1) (ñì. ðèñ. 2), à ñëåäîâàòåëüíî,è �s+1.

Ðèñ. 3. Ïåðåõîä ê íîâîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå âäîëü ÑÓ.Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ çàÑÓ

Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ïåðâîì ñïîñîáå íàõîæäå-íèÿ ðåøåíèÿ äåëàåòñÿ îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿòðåõ äðóãèõ êîìïîíåíò X � ôîðìóëüíûõ âûðà-æåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ cWbn, b�bn, bhbn � ñ èñïîëü-çîâàíèåì âìåñòî ýòîãî ïåðâîîáðàçíûõ ñîîòíîøå-íèé íóëåâîãî ïîðÿäêà.Âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âäîëüÑÓ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îïðåäåëèâ èç (1) çà-îäíî ñ êðèâèçíîé Kw è äðóãèå ïðîèçâîäíûå cWbn,b�bn, bpbn, bhbn (bpbn îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç (2)), à ñëåäî-âàòåëüíî, ÷åðåç ÓÝ â ãëàäêîé ÷àñòè òå÷åíèÿ [23]è ïðîèçâîäíûå cWbs, b�bs, bpbs, bhbs, âäîëü ÑÓ ìîæåìçàïèñàòüdb�dw = @b�@bs cos b� + @b�@bn sin b�; b� = ncW; b�; bp;bho ;b� = � � �; � = 
� �; � = b� � �:3Èíà÷å ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. � 16 �



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óäàðíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà . . .Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ çà ÑÓ â íîâîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå äîïîëíèòåëüíî ê (4), (5) áóäåìèìåòüb�(ws+1) = b�s + ws+1Zws db��w;
(w)�dw dw; b�s+1 = b�s + �w2  db�(ws;
s)dw + db� �ws+1;
s+1�dw ! :Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò âñå ïàðàìåòðû â íîâîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå ïî õîäó ýâîëþöèèÑÓ ðàññ÷èòûâàòü åäèíîîáðàçíî êàê ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ (1), áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïåðâîîáðàçíûõóñëîâèé íà ÑÓ.Àíàëîãè÷íî, íî ïðîùå: ïðîèçâîäíûå äî ÑÓ íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà 
, îïðåäåëÿþòñÿ ãàçîäèíà-ìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïåðåä ÑÓ â êàæäîé åãî ðàñ÷åòíîé òî÷êå.Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæåí è êîìáèíèðîâàííûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âäîëü ÑÓ, êîãäà ïàðà-ìåòðû ïî îáå åãî ñòîðîíû îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.5. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ �èíòåãðèðîâàíèÿ âÿçêèõ óðàâíåíèéÂ ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâàïîäõîäà ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû (1) ñ "2 6= 0, ïðåäâàðèòåëüíî çàìêíóòîé äèôôåðåíöèàëüíîéñâÿçüþ è åå ñëåäñòâèåì. Ïåðâûé, íåñòàíäàðòíûé ïîäõîä, áåç íîðìàëèçàöèè ÎÄÑÑ (1), èñïîëüçóåòòîò ôàêò, ÷òî ìàëûé ïàðàìåòð "2 â (1) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïî ñóùåñòâó è, ñëåäîâàòåëüíî, íåâÿçêîåïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü âçÿòî çà îñíîâó â êàæäîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå ÑÓ. Âòîðîé ïîäõîä �ïðèâåäåíèå (1) ê íîðìàëüíîìó âèäó, êîãäà âòîðûå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ ëèíåéíî, èèñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäèê äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîéñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) �çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû � êàê ïðàâèëî, íå ñîäåðæèò ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, â ñâÿçè ñ ÷åì ïðÿìîå,áåç äîïîëíèòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óõèùðåíèé, ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà íåâîçìîæíî; êðîìåòîãî, îí ëèøåí ñìûñëà ïðè Re1 ! 1 ("2 = 0). Ïî ýòèì ïðè÷èíàì â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõèñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé ïîäõîä, íå ïðåäïîëàãàþùèé ïðîâåäåíèÿ íîðìàëèçàöèè. Äàäèì êðàòêîå åãîîïèñàíèå.Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåëè÷èíû bpbn, bpbnbn óæå èñêëþ÷åíû èç (1). Ðàññìàòðèâàÿ áîëüøèå÷èñëà Ðåéíîëüäñà (Ä1), êîãäà "2 = (Re1)�1 � ïî ñóùåñòâó ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîä-íûõ è íåëèíåéíîñòÿõ, âûäåëèì â (1) íåâÿçêîå ïðèáëèæåíèå X0 íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ïðîèçâîäíûõX = �cWbn; b�bn; Kw; bhbn�T :X0 = A�1b0; A = (ai;j=1;2; bi; ai;4)i=1;:::;4 ; b0 = ��ci;j (�j)n + di Æy�Ti=1;:::;4; "2 = 0;ãäå A � ìàòðèöà ïðè ëèíåéíîé ÷àñòè (1) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ïîäñòàíîâêîé (3); b0 � ïîñòîÿííûéâ èòåðàöèîííîì ïðîöåññå âåêòîð. Äàëåå, âçÿâ X0 çà îñíîâó â êàæäîé íîâîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå ÑÓ,îðãàíèçóåì ïðîñòûå èòåðàöèè ïî ñõåìåXk+1 = X0 � "2A�1�ei;j �b�j�kbnbn + fi �K 0W �k + gi;j (�j)nn +Nki �Ti=1;:::;4; k = 0; 1; : : : ;K; "2 6= 0;(6)ãäå k � èòåðàöèîííûé èíäåêñ; Nki = Ni �Xk� � íåëèíåéíûå ÷ëåíû. Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèåðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, àïïðîêñèìèðóþùåãî âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò âåëè÷èí çà ÑÓ (ñì. ðèñ. 3)ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [25].Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî âûøå íåâÿçêîãî ñëó÷àÿ â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (6), óòî÷íÿþùåìçíà÷åíèå X, óæå íåò óäîáíîé "ðàçâÿçêè" îòäåëüíûõ åãî êîìïîíåíò: èõ èòåðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿñîãëàñîâàííî. � 17 �



À. Ë. ÀäðèàíîâÎ÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì ðàññìîòðåííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàòðèöà Aíèêàê íå ó÷èòûâàåò ôàêòîð ÂÒ, è ïîýòîìó óæå ïðè ñðåäíèõ ÷èñëàõ Re1 îáíàðóæèâàåòñÿ êðàéíåìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èìååò ñìûñë ñðàçó çàïèñàòü â ôîðìå÷èñëåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà â ïðèðàùåíèÿõ, áåç îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè:Jk�X = �Fk; �X = Xk+1 �Xk; J (X) = DF (X)DX ; k = 0; 1; : : : ;K;äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò êàê âåê-òîðà ïðàâûõ ÷àñòåé F (X), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåâÿçêó â çàìêíóòûõ ÎÄÑÑ (1), òàê è ìàòðèöûßêîáè J (X) ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà X. Çàìåòèì, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû áóäóòâêëþ÷àòü óæå è âÿçêèå ñëàãàåìûå. Â äàííîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì âêà÷åñòâå íà÷àëüíîãî X0 â êàæäîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå ÑÓ áðàòü íå íåâÿçêîå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà íåèç-âåñòíûõ, êàê äåëàëîñü âûøå, à íàéäåííîå â ïðåäûäóùåé òî÷êå ÑÓ çíà÷åíèå X ñ ó÷åòîì ôàêòîðàÂÒ.Ïî çàâåðøåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî íåëèíåéíîñòè íàõîæäåíèÿ âåêòîðà ïðîèçâîäíûõ Xâ íîâîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå (s + 1; n + 1) ÑÓ ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ôîðìà è ïîëîæåíèå ÑÓ ïî ôîðìóëàì(4), (5) è îïðåäåëÿþòñÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïåðåä è çà íèì ëèáî ïåðâûì, ëèáî âòîðûìñïîñîáîì, ñ òåì ëèøü ðàçëè÷èåì, ÷òî âìåñòî ÓÝ (ñì. ðàçä. 4) äîëæíû áðàòüñÿ ÏÓÍÑ â ãëàäêîé÷àñòè òå÷åíèÿ. Äàëåå âåñü ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ÑÓ ïîâòîðÿåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè.Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âäîëü ÑÓ â âÿçêîì ñëó÷àå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-ñîáàìè, ðàññìîòðåííûìè â ðàçä. 4. Â èäåàëå ýòè ðåøåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü, ïîñêîëüêó ÎÄÑÑ (1)ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì èñõîäíûõ ïåðâîîáðàçíûõ óñëîâèé íà ÑÓ è äèôôåðåíöèàëüíûõ çàêîíîâ â åãîãëàäêîé îêðåñòíîñòè. Îäíàêî â õîäå ïðîâåäåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå âÿçêîé ìîäåëèñ êîíêðåòíûì ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííûì èñòî÷íèêîì (Ä4) áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àåïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé íå íàáëþäàåòñÿ. Ïîëíîå ñîâïàäåíèå èìååò ìåñòî ëèøü â ñëó÷àå,êîãäà ãàçîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïåðåä ÑÓ îïðåäåëÿþòñÿ åäèíîîáðàçíî, íàïðèìåð, âòîðûì ñïî-ñîáîì, à ôàêòîð ÂÒ íà ÑÓ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Íåçíà÷èòåëüíîå îòëè÷èå ðåøåíèé, èìåþùåå ìåñòî âîñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè:1) íå ñîâñåì ïîëíîé àäåêâàòíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òå÷åíèÿ â ãëàäêîé îêðåñòíîñòè ÑÓèñïîëüçóåìîìó èñòî÷íèêó è ïðåæäå âñåãî òåì, ó÷èòûâàåòñÿ èëè íåò â çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ âãëàäêîé îêðåñòíîñòè ÑÓ ôàêòîð ÂÒ (ñì. ðàçä. 6);2) ïðèìåíåíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ óïðîùåíèé ïðè âûâîäå ÎÄÑÑ (1), â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âÿçêèå÷ëåíû ïîðÿäêà O (") è âûøå îòáðîøåíû.Ñëåäîâàòåëüíî, â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèÿ, íàéäåííûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, äîëæíû ñîâïàäàòü,èìååòñÿ íàäåæíîå äîïîëíèòåëüíîå ñðåäñòâî âíóòðåííåãî ïîøàãîâîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëå-íèé. 6. Ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿÏðîâåäåíèå íàñòîÿùèõ ðàñ÷åòîâ ïðåñëåäîâàëî ñëåäóþùèå öåëè:1) âûÿâèòü ðîëü ôàêòîðà ÂÒ â çàäà÷å ïðîíèêíîâåíèÿ ÑÓ â ÑÑ â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëèíà îñíîâå ÎÄÑÑ;2) ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè ïîëíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ÓÍÑ ñ ó÷åòîì ÊÝ, à òàê-æå ñ ðåøåíèÿìè ïî ïðîñòîé âèõðåâîé ìîäåëè [43], ïîñòðîåííîé â ïëîñêîñòè óäàðíî-âîëíîâûõïîëÿð [30];3) îöåíèòü âëèÿíèå ÊÝ íà äåéñòâèå ôàêòîðà ÂÒ â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè íà îñíîâå ÎÄÑÑ.Â êà÷åñòâå ìîäåëè íåâîçìóùåííîãî ÑÑ áðàëàñü ñâåðõçâóêîâàÿ ÷àñòü ÏÑ íà òåïëîèçîëèðîâàííîéïëàñòèíå: Æ = 0; Pr = 1; ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â çàêîíå âÿçêîçòè [23] ! = 1; @p@n = 0; W jy=0 == 0; @h@n���y=0 = 0 [45, 47, 48]. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å î òå÷åíèè â ÏÑ â ðîëè õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà� 18 �



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óäàðíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà . . .âûñòóïàåò âåëè÷èíà x � òåêóùàÿ ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà ñ ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ ÏÑ, òî âìåñòî Re1èñïîëüçîâàëàñü âåëè÷èíà Rex = �1W1x=�1 ñî çíà÷åíèåì � 1;3 �103 â íà÷àëüíîé òî÷êå ïàäåíèÿ ÑÓíà ñëîé.Ïðîôèëè íåâîçìóùåííûõ ïàðàìåòðîâ âíóòðè ñæèìàåìîãî ÏÑ ôîðìèðîâàëèñü èç áàçîâîãî ðàç-íîñòíîãî ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîãðàíñëîéíîãî òå÷åíèÿ íà îñíîâå ïîëíûõ ÓÍÑ. Ñ ýòîé öå-ëüþ, à òàêæå äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàñ÷åòà âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ îäíîðîäíûé íåÿâíûéêîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àëãîðèòì [49] âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó (ñåòêà 401�401) è ïîâðåìåíè. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íåâîçìóùåííîãî ÑÑ èç ðàçíîñòíîãî ðàñ÷åòà, â ñå÷åíèè, êóäà ïàäàåòÑÓ, èçâëåêàëîñü îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî óçëîâ, âêëþ÷àþùåå ÏÑ è ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìàëüíîîïðåäåëåííîé óñëîâíîé òîëùèíå ÏÑ. Äàëåå ïðîèçâîäèëèñü ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèÿ4 ðàçíîñòíîãî ÑÑâ ïîïåðå÷íîì (ïî y) è ìíîãî÷ëåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ5 � â ïðîäîëüíîì (ïî x) íàïðàâëåíèÿõ. Ðàçëè÷èåòèïîâ èñïîëüçóåìûõ èíòåðïîëÿíòîâ îáúÿñíÿåòñÿ Ä3.Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè íà îñíîâå ÎÄÑÑ èñïîëüçîâàëîñü ðàçáèåíèå ïîïðîñòðàíñòâó (ïîïåðåê ÑÑ) â 1000 óçëîâ, ÷òî â ñî÷åòàíèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ðàç-íîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð (ñì. ðàçä. 4) îáåñïå÷èâàëî äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèéè ãàðàíòèðîâàëî ïðàêòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü. Êîíòðîëèðîâàëîñü òàêæå êà÷åñòâî ðàçíîñòíîé àïïðîê-ñèìàöèè çà ÑÓ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ òåõ æå ðàçíîñòíûõ ôîðìóë â òå÷åíèè ïåðåä ÑÓ â êàæäîéåãî òî÷êå è ñðàâíåíèåì ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ îò ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ñ èõ èç-âåñòíûìè çíà÷åíèÿìè â èñòî÷íèêå (Ä4). Êðîìå òîãî, â õîäå ðàñ÷åòîâ ïîòî÷å÷íî êîíòðîëèðîâàëàñüíåâÿçêà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çà ÑÓ, êîòîðûå îïðåäåëÿëèñü äâóìÿ ñïîñîáàìè (ñì. ðàçä. 4,5) â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äîëæíî èìåòü ìåñòî ñîâïàäåíèå (ñì. âûøå).Ðàñ÷åò âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ â îáåèõ ìåòîäèêàõ íà÷èíàëñÿ ñ ìîìåíòà "âûñòðåëèâàíèÿ" â çàäàí-íóþ òî÷êó x ñëîÿ ÑÓ ñ íà÷àëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ J1. Â ñòàöèîíàðíîé ìåòîäèêå ðàñ÷åò îñòàíàâ-ëèâàëñÿ ïðè äîñòèæåíèè ñêà÷êîì çâóêîâîé èíòåíñèâíîñòè Js ( bM���J=Js = 1 [30]), â íåñòàöèîíàðíîé �ïî îêîí÷àíèè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîõîäÿùåãî â ñëîé ÑÓ, äî ìîìåíòà ïîäõîäà ê íåìó âòîðè÷íûõ âîç-ìóùåíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ââåðõ ïî ïîòîêó â äîçâóêîâîé ÷àñòè ÏÑ. Âåëè÷èíà J1 çàäàâàëàñüâ t% � ïðîöåíòàõ îò Js: J1 (t%) = J t%=100%s .Íà ðèñ. 4�8 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ âîç-ìóùåííîé çàäà÷è, ïðè÷åì ðèñ. 4�7 ñîîòâåòñòâóþò J1 (t% = 20%), à ðèñ. 8 � J1 (t% = 63;7%). Ïðèïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ïðèìåíÿëîñü ïðåîáðàçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ êîîðäèíàò: x (âäîëü ïëîñêî-ñòè ñèììåòðèè) è y (ïîïåðåê ÑÑ) îòíîñèëèñü ê óñëîâíîé òîëùèíå ÏÑ. Òàêèì îáðàçîì, â íîâûõâûâîäèìûõ êîîðäèíàòàõ ÏÑ â òî÷êå ïàäåíèÿ íà íåãî ÑÓ âñåãäà èìåë åäèíè÷íóþ òîëùèíó.Êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî ïîòîêà è íà ïëîñêî-ñòè ñèììåòðèè, ñîâìåñòíî îïðåäåëÿþùèå íåâîçìóùåííûé ÑÑ, áûëè ñëåäóþùèìè: 
 = 1;4; Ì1 == 2;5; �1 = 1; W1 = 1 ïðè y = 1 è Wy=0 = �y=0 = 0 ïðè y = 0, îäíàêî íåïîñðåäñòâåííî âíà÷àëüíîé òî÷êå ïàäåíèÿ ÑÓ íà ñëîé òåêóùèå Ì1, �1 è W1 íåñêîëüêî îòëè÷àëèñü îò óêàçàííûõèç-çà èíòåðïîëÿöèè ýòèõ âåëè÷èí â ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííîì èñòî÷íèêå (Ä4).Íà ðèñ. 4�7 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïîêàçàíû ïðîôèëè âîçìóùåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ñòàöè-îíàðíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòè÷íî ó÷òåííîìó ôàêòîðó ÂÒ � ôàêòîð "âûêëþ÷åí" ëèøüíà ôðîíòå ÑÓ (ñì. ðàçä. 2, ïï. à, á ), îïðåäåëåíî êàê íåâÿçêîå. Íà òåõ æå ðèñóíêàõ ïîêàçàíî âÿçêîåðåøåíèå, ñ ïîëíîñòüþ ó÷òåííûì ôàêòîðîì, è ïîëíîñòüþ íåâÿçêîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà îñíî-âå ÂÌÂ [21], èñïîëüçóþùåé íåâÿçêèå ÄÑ áåç êàêîãî-ëèáî ó÷åòà ôàêòîðà ÂÒ. Äîïîëíèòåëüíî íàðèñ. 4�7 ïîêàçàíî ïðîñòîå íåâÿçêîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ïðîñòîé ÂÌÂ [43]. Âî âñåõ ýòèõ ñëó-÷àÿõ ÊÝ îòñóòñòâóåò è âñå óêàçàííûå ðåøåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ áëèçêî äðóã ê äðóãó; íà ðèñ. 4�6 îíèâîîáùå åäâà ðàçëè÷èìû. Îäíàêî ïîëíîñòüþ íåâÿçêîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü îòáðàêîâàíî: åìó ñîîò-âåòñòâóþò íåïðàâèëüíî îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû ïåðåä ÑÓ, â ÷àñòíîñòè, ïîãðåøíîñòü ïî äàâëåíèþâ êîíå÷íîé òî÷êå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ â ñðàâíåíèè ñ èñòî÷íèêîì (Ä4) ñîñòàâëÿåò � 10%.Ñëåäîâàòåëüíî, äàâëåíèå bp = pJ è äðóãèå ïàðàìåòðû çà ÑÓ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì òàêæå íåâåðíî(ñì. ðàçä. 5), õîòÿ íà ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ äàííàÿ îøèáêà íå çàìåòíà. Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ4Èñïîëüçîâàëñÿ êóñî÷íî-êóáè÷åñêèé ñïëàéí.5Èñïîëüçîâàëñÿ ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà âòîðîé ñòåïåíè.� 19 �



À. Ë. Àäðèàíîâ

Ðèñ. 4. Ñðàâíèòåëüíûå ïðîôèëè ñêîðîñòåé (à) è ýíòàëüïèé (á ): 1 � íåâîçìóùåííûé; 2 � âîçìóùåííûå:� íåâÿçêîå ðåøåíèå; � � âÿçêîå ðåøåíèå; - - - � ïîëíîñòüþ íåâÿçêîå ðåøåíèå; � � � � ïðîñòîå íåâÿçêîåðåøåíèå; +++ � ïîäîãíàííîå âÿçêîå ðåøåíèå � 20 �
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Ðèñ. 5. Ñðàâíèòåëüíûå òðàåêòîðèè ÑÓ: � íåâÿçêîå ðåøåíèå; � � âÿçêîå ðåøåíèå; - - - � ïîëíîñòüþíåâÿçêîå ðåøåíèå; � � � � ïðîñòîå íåâÿçêîå ðåøåíèå; +++ � ïîäîãíàííîå âÿçêîå ðåøåíèå

Ðèñ. 6. Ñðàâíèòåëüíûå çàâèñèìîñòè óãëà � íàêëîíà ÑÓ ê ëèíèè òîêà (âíèçó) è êðèâèçíû ÑÓKw, óìíîæåííîéíà óñëîâíóþ òîëùèíó ÏÑ (ââåðõó); � íåâÿçêîå ðåøåíèå; � � âÿçêîå ðåøåíèå; - - - � ïîëíîñòüþ íåâÿçêîåðåøåíèå; � �� � ïðîñòîå íåâÿçêîå ðåøåíèå; +++ � ïîäîãíàííîå âÿçêîå ðåøåíèå� 21 �



À. Ë. Àäðèàíîâ

Ðèñ. 7. Ñðàâíèòåëüíûå ïðîôèëè ëîãàðèôìîâ èíòåíñèâíîñòåé ÑÓ (à) è óãëîâ ïðåëîìëåíèÿ ëèíèè òîêà íàÑÓ (á ): � íåâÿçêîå ðåøåíèå; � � âÿçêîå ðåøåíèå; - - - � ïîëíîñòüþ íåâÿçêîå ðåøåíèå; � �� � ïðîñòîåíåâÿçêîå ðåøåíèå; +++ � ïîäîãíàííîå âÿçêîå ðåøåíèå; � � ðàçíîñòíîå ðåøåíèå
� 22 �
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Ðèñ. 8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðèäîð: ñëåâà � ïåðåä ÑÓ; â öåíòðå � íà ÑÓ; ñïðàâà � çà ÑÓ; 1 � âÿçêîåðåøåíèå ïðè ÊÝ, îñëàáëÿþùåì ÑÓ; 2 � íåâÿçêîå ðåøåíèå ïðè ÊÝ, îñëàáëÿþùåì ÑÓ; 3 � âÿçêîå ðåøåíèåáåç ÊÝ; 4 � íåâÿçêîå ðåøåíèå áåç ÊÝ; 5 � âÿçêîå ðåøåíèå ïðè ÊÝ, óñèëèâàþùåì ÑÓ; 6 � íåâÿçêîå ðåøåíèåïðè ÊÝ, óñèëèâàþùåì ÑÓòàêîé îøèáêè â òîì, ÷òî òå÷åíèþ, èìåþùåìó âÿçêóþ ïðåäûñòîðèþ, æåñòêî íàâÿçûâàåòñÿ íå ñîâñåìàäåêâàòíàÿ èäåàëüíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ÓÝ.Äëÿ ñêîðîñòè (W ) è ýíòàëüïèè (h) òàêæå ïîêàçàíû íåâîçìóùåííûå ïðîôèëè (ñì. ðèñ. 4, à, á ), îíèçàìåòíî îòñòîÿò îò âîçìóùåííûõ.Íà ðèñ. 7 à, á ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè âåëè÷èí � = lnJ è óãëîâ ïðåëîìëåíèÿ �, à òàêæå ðàçíîñò-íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ÓÍÑ. Ïîêàçàííîå íà ðèñ. 4�7 ïîäîãíàííîå âÿçêîå ðåøåíèå ïîëó÷åíîïî ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì ïîäîáðàííîãî èñêóññòâåííûì ïóòåì ÊÝ, òàê, ÷òîáû íà ðèñ. 7 à, áòàêîå ðåøåíèå ðàñïîëàãàëîñü áëèæå ê ðàçíîñòíîìó. Ñóùåñòâåííî, ÷òî äëÿ òàêîé ïîäãîíêè, èìå-þùåé öåëüþ âîñïðîèçâåñòè ðàçíîñòíîå ðåøåíèå ïî ïîëíûì ÓÍÑ â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè,ïîíàäîáèëîñü áîëåå ÷åì â äâà ðàçà óâåëè÷èòü ðîëü ôàêòîðà ÂÒ. Îòñóòñòâèå õîðîøåãî ñîâïàäåíèÿ ñðåøåíèåì ïî ÓÍÑ ìîæíî îáúÿñíèòü çíà÷èòåëüíîé êîíå÷íîé òîëùèíîé ÑÓ èç-çà åãî ñõåìíîé "ðàç-ìàçàííîñòè", íàëè÷èåì ÊÝ â ðàçíîñòíîì ðàñ÷åòå, à òàêæå èçíà÷àëüíûì ðàçëè÷èåì ìîäåëåé.Â õîäå ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ãäå èñïîëüçîâàëàñü ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ÎÄÑÑ, áûëîçàìå÷åíî: åñëè èìååò ìåñòî ÊÝ, îñëàáëÿþùèé èëè óñèëèâàþùèé ÑÓ, òî âëèÿíèå ôàêòîðà ÂÒ íà ïðî-öåññ ïðîíèêíîâåíèÿ ñêà÷êà â ñëîé áîëüøå è êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå âÿçêèì è íåâÿçêèì ðåøåíèÿì,ðàñõîäÿòñÿ ñèëüíåå. Ýòî âïîëíå îáúÿñíèìî, òàê êàê èñêëþ÷åíèå ÊÝ (ôàêòè÷åñêè ðàçãëàæèâàíèåòå÷åíèÿ çà ÑÓ) óìåíüøàåò âëèÿíèå ôàêòîðà ÂÒ: ãðàäèåíòû ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âõîäÿò ââåëè÷èíû âÿçêèõ íàïðÿæåíèé è òåïëîâîãî ïîòîêà. Ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè äàííîãî ôàêòà íà ðèñ. 8ïîêàçàí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðèäîð äëÿ âÿçêèõ è íåâÿçêèõ ðåøåíèé ñ ÊÝ è áåç òàêîâîãî äëÿJ1 (t% = 63;7%). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðèäîð ïðåäñòàâëÿåò â êàæäîé ðàñ÷åòíîé òî÷êå çíà÷åíèÿâåëè÷èí j��Mj (ïåðåä ÑÓ), j�j (íà ÑÓ), j� + �b�M j (çà ÑÓ) � ìîäóëåé óãëîâ íàêëîíà ÑÓ è õàðàê-òåðèñòèê îäíîãî ñ íèì ñåìåéñòâà ïî îáå ñòîðîíû ñêà÷êà ê òåêóùåé ëèíèè òîêà â íåâîçìóùåííîìòå÷åíèè.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîëíîì âûðîæäåíèè ÑÓ çà ñ÷åò ÊÝ èëè (è) ÂÒ âñå òðè îäíîòèïíûå êðèâûåèç ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ (ñì. ðèñ. 8), ñîîòâåòñòâóþùèå êîíêðåòíîìó ðåøåíèþ, äîëæíû ïåðåñå÷üñÿ âîäíîé òî÷êå âíèçó: êîðèäîð "ñõëîïûâàåòñÿ". Èç ðèñ. 8 âèäíî, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿÊÝ îñëàáëÿþùèì èëè óñèëèâàþùèì, âñåãäà èìååò ìåñòî ÷àñòè÷íîå ñóæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî� 23 �



À. Ë. Àäðèàíîâêîðèäîðà çà ñ÷åò îñëàáëÿþùåãî äåéñòâèÿ ôàêòîðà ÂÒ íà ÑÓ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååò ìåñòîÊÝ, îñëàáëÿþùèé ÑÓ, òî â ðåçóëüòàòå ñóììàðíîãî îäíîíàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ îáîèõ ôàêòîðîâñóæåíèå êîðèäîðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå çíà÷èòåëüíûì.Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåíà ýôôåêòèâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ÑÓ è ÑÑ, îáîáùàþùàÿ âèõðå-âóþ ìîäåëü [21]. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ôàêòîð ÂÒ ïðèñóòñòâóåò ÿâíî è ïîýòîìó÷àñòè÷íî, à â ðÿäå ñëó÷àåâ çíà÷èòåëüíî, îïðåäåëÿåò âîçìóùåííîå ðåøåíèå.Ïîêàçàíà íåàäåêâàòíîñòü ÂÌÂ íà îñíîâå íåâÿçêèõ ÄÑ â ñëó÷àå âûñîêîãðàäèåíòíîãî, èìåþùåãîâÿçêóþ ïðåäûñòîðèþ òå÷åíèÿ ïåðåä ÑÓ. Ýòà ìîäåëü óæå ïðè ñðåäíèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà íåâåðíîîïèñûâàåò ïðîèñõîäÿùèé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, ïîñêîëüêó èãíîðèðóåò ôàêòîð ÂÒ â äèôôåðåíöè-àëüíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ â ãëàäêîé ÷àñòè òå÷åíèÿ âíå ÑÓ, ÷òî íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê îøèáêå âõîäå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïðîñòàÿ âèõðåâàÿ ìîäåëü [43] äàåò õîðîøåå ñîãëàñèå âïëîñêîì ñëó÷àå ñ âÿçêîé ìîäåëüþ íà îñíîâå ÎÄÑÑ, ïîñêîëüêó íå èñïîëüçóåò äèôôåðåíöèàëüíûõçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ãëàäêîé îêðåñòíîñòè ñêà÷êà. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèìåíèìîñòü äàííîé ïðîñòîéìîäåëè îãðàíè÷åíà êëàññîì íåâîçìóùåííûõ òå÷åíèé, áëèçêèõ ê ïëîñêîïàðàëëåëüíûì, ñ âûðîæäåí-íûìè ïðîôèëÿìè äàâëåíèÿ è ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè.Ïîëó÷åíî (ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, ïðèíÿòîé â [46]) àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà-÷è î ïðîíèêíîâåíèè ÑÓ â ÑÑ. Èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ÓÍÑ ñâåäåíà ê çàäà÷å Êîøèäëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðå-øåíèÿ ïîëó÷åííîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íå òðåáóþùèå íîðìàëèçàöèè óðàâíåíèé.Äëÿ ïðàêòèêè âàæíî, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ åäèíîãîâû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ïðîõîäèòü "íàñêâîçü" îò ãàçîäèíàìè÷åñêîé äî äèôôóçèîííîé ñòàäèèýâîëþöèè ñêà÷êà â ñëîå, ÷åì äîñòèãàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ýêîíîìèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ðåñóðñà: ñ÷åòíà ÏÝÂÌ âìåñòî ìíîãèõ ÷àñîâ (ÓÍÑ) çàíèìàåò ìèíóòû èëè äàæå ñåêóíäû. Ñóùåñòâåííî, ÷òî âäàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñîõðàíÿåòñÿ åñòåñòâåííûé (áåñêîíå÷íûé â îòñóòñòâèå äðóãèõ âîçìóùåíèé)ïîðÿäîê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ â êàñàòåëüíîì ê ñêà÷êó íàïðàâëåíèè, ÷òî è ÿâèëîñü îñíîâíûì ìîòèâîìäëÿ ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà.Äðóãèå âûâîäû áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â õîäå èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ñòàòüè.Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó È. Ä. Ñîôðîíîâó è ïðîôåññîðó Â. Í. Åìåëüÿíîâó çà îá-ñóæäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ àñïåêòîâ äàííîé ðàáîòû â ïåðèîä åå ñòàíîâëåíèÿ, à òàêæå âûðàæàåòáëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â. Ê. Àíäðååâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïðîôåññîðóÂ. Í. Óñêîâó çà ïðèîáùåíèå àâòîðà ê óäàðíî-âîëíîâîé òåìàòèêå â ïåðèîä îáó÷åíèÿ â èíñòèòóòå èàñïèðàíòóðå, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ïðîâîäèìûì èññëåäîâàíèÿì è íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ïåòðîâ Ã. È., Ëèõóøèí Â. ß., Íåêðàñîâ È. Ï., Ñîðêèí Ë. È. Âëèÿíèå âÿçêîñòè íà ñâåðõ-çâóêîâîé ïîòîê ñî ñêà÷êàìè óïëîòíåíèÿ // Òðóäû ÖÈÀÌ. 1952. � 224; Ãàçîâàÿ äèíàìèêà.Èçáðàííîå. Ò. 1. / Ïîä ðåä. À. Í. Êðàéêî. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005. Ñ. 105�131.2. ×¼ðíûé Ã. Ã. Ëàìèíàðíûå äâèæåíèÿ ãàçà è æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ïîâåðõíîñòüþðàçðûâà // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. ÎÒÍ. 1954. � 12. Ñ. 38�67.3. Áàðåíáëàòò Ã È., ×¼ðíûé Ã. Ã. Î ìîìåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà â äèñ-ñèïàòèâíûõ ñðåäàõ // ÏÌÌ. 1963. Ò. 27. Âûï. 5. Ñ. 784�793.4. Ñåäîâ Ë. È., Ìèõàéëîâà Ì. Ï., ×¼ðíûé Ã. Ã. Âëèÿíèå âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè íà òå÷åíèåçà ñèëüíî èñêðèâëåííîé óäàðíîé âîëíîé // Âåñòíèê ÌÃÓ. Ìåõàíèêà. 1953. � 3. Ñ. 95�100.5. Çåëüäîâè÷ ß. Á., Ðàéçåð Þ. Ï. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ì.: Íàóêà, 1966. � 24 �
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