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ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ ИОНОВ В ПРОСТЫХ ВЕЩЕСТВАХ. III. МЕДЛЕННЫЕ ИОНЫ 

 
Д. К. Ковшов 

РФЯЦ-ВНИИЭФ 
 

Получена формула для коэффициента торможения медленного иона. Показа-
но, что изотопические эффекты в электронных потерях энергии пренебрежимы при 
всех энергиях. Для полуэмпирической формулы потерь энергии установлена об-
ласть адекватности и определена погрешность, которая составляет 2,4%. 

 
 

Введение 
 

Завершая аппроксимацию тормозной способности 
простых веществ [1, 2], мы переходим в область малых 
энергий и исследуем зависимость коэффициента тормо-
жения от вещества и частицы. Для аппроксимации ис-
пользуются данные из работ, перечисленных в табл. 1 [1]. 

Затем мы установим границы применимости полу-
ченной полуэмпирической формулы потерь энергии и 
найдем ее погрешность. 

 
Коэффициент торможения медленного иона 
 

При изучении торможения медленных ионов, со-
гласно общепринятому представлению, электронные 
потери энергии в этой области пропорциональны ско-

рости: э э .S k E  Здесь, как и в работах [1, 2], Sэ изме-

ряется в эВсм2/атом, E – в эВ/а.е.м. 
Поведение kэ в зависимости от вещества и частицы 

можно описать, взяв за основу формулу Линдхарда [6], 
модифицированную по Пичу, Хаузеру и Нойвирту [27], 
и еще более обобщив ее: 
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Здесь g0 зависит от вещества, g – от частицы. Формула 
(1) обладает высокой степенью общности; все основ-
ные формулы потерь энергии медленных ионов можно 
получить из нее как частные случаи: 

– формулу Ферми – Теллера [3] и ее модификацию 
по Линдхарду и Ритчи [4, 5] – при  pk0 = 0, pk = 2, g(Z) = 0; 

– формулу Фирсова [7] – при  pk0 = pk = 0, qk = –1; 
– формулу Линдхарда [6] и ее модификацию по 

Пичу, Хаузеру и Нойвирту [27] – при pk0 = 1, pk = 7/6,  
qk = 3/2. 

Зависимость от массы иона должна была бы войти 
в параметр g. Однако у ионов-изотопов значения этого 
параметра оказались близки и могут с удовлетвори-
тельной точностью считаться равными. Поскольку (как 

показано в работах [1, 2]) параметры I0, Eгр, Emax, Smax 
также не зависят от M, можно заключить, что изотопи-
ческий эффект в электронных потерях энергии отсутст-
вует при любой энергии; электронные потери опреде-
ляются не энергией, а скоростью иона. Этот вывод под-
тверждается экспериментами [19, 22, 42, 43, 47, 48, 54, 
59, 64, 68, 69, 75, 77–79]. 

Формула (1) обладает “избыточностью”: если ко 
всем g0 прибавить одно и то же число G, а от всех g 
отнять это же число, то, очевидно, значения kэ не изме-
нятся. Они не изменятся также, если умножить все g0 и 

g на одно и то же число C, а коэффициент kэ0 – на kqC ; 
благодаря этому можно без потери общности придать 
kэ0 любое фиксированное значение. Чтобы удобнее бы-
ло сравнивать с формулой Линдхарда, положим 

э0
Б

2 2 Ek
v


  0,121610–15 эВ1/2а.е.м.1/2см2/атом. 

Остальные параметры формулы (1) были найдены 
аппроксимацией экспериментальных данных. Показа-
тели степени составляют pk  1, pk0  1, qk  3/2. Они 
вполне согласуются с формулой Линдхарда, если в ней 
множитель э считать константой (вопреки традицион-
ной формуле э  Z1/6 [6]), и расходятся с формулами 
Ферми – Теллера и Фирсова. 

Параметры g0 и g приведены в табл. 1 и 2 (в скоб-
ках даны значения, полученные интерполяцией). Они 
подвержены осцилляциям соответственно по Z0 и по Z. 

Максимумы g0 (рис. 1) лежат при Z0  2; 10; 18; 29; 
35; 47; 54; 7278; минимумы – при Z0  4; 1314; 2324; 
32; 42; 51; 5765. Это согласуется с картиной перио-
дичности потерь медленных ионов, полученной экспе-
риментально [23, 39, 44, 49, 51, 60], компиляцией экс-
периментальных данных [31, 32, 36, 50] и численно 
[27–30, 33–35, 50, 57, 61, 71, 72]. (При сопоставлении 
было принято во внимание, что g0 входит в знаменатель 
формулы (1), так что его максимумам соответствуют 
минимумы S и обратно.) 
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Таблица 1 
Параметр g0 для веществ 

 

Вещество g0 

H2 2,42±0,20 
He 4,07±0,20 
Li (3,67) 
Be 1,22±0,21 
B (1,06) 
C (аморф.) 2,01±0,06 
N2 4,11±0,13 

O2 5,1±1,4 

F2 (7,14) 
Ne 7,5±0,5 
Na (7,00) 
Mg 5,4±2,0 
Al 3,71±0,10 
Si 3,85±0,22 
P (4,52) 
S (7,18) 
Cl2 7,5±1,7 
Ar 8,54±0,28 
K (8,46) 
Ca (7,89) 
Sc (6,83) 
Ti 5,3±0,3 
V 4,2±0,5 
Cr 4,1±0,6 
Mn 6,2±0,9 
Fe 5,5±0,4 
Co 6,5±0,5 
Ni 7,52±0,25 
Cu 8,61±0,24 
Zn 7,1±0,4 
Ga (5,55) 

Вещество g0 
Ge 4,9±0,6 
As (8,62) 
Se 13±6 
Br2 (газ) 15,5±2,2 
Kr 12,6±0,6 
Rb (11,90) 
Sr (9,64) 
Y 12,2±8,1 
Zr 7,5±0,8 
Nb 7,5±0,5 
Mo 6,6±0,6 
Tc (6,95) 
Ru (8,58) 
Rh (9,19) 
Pd 8,8±0,7 
Ag 9,56±0,24 
Cd (9,23) 
In 10,6±1,3 
Sn 9,1±2,1 
Sb 6,2±0,7 
Te 9,7±2,8 
I2 (10,94) 

Xe 11,8±1,1 
Cs (11,67) 
Ba (10,52) 
La 9±4 
Ce (9,32) 
Pr (9,11) 
Nd 9±3 
Pm (9,15) 
Sm (9,40) 

Вещество g0 
Eu (9,80) 
Gd 16,6±1,6 
Tb 9±6 
Dy 14±3 
Ho (11,88) 
Er 12±5 
Tm (12,69) 
Yb (13,00) 
Lu 16,2±1,5 
Hf 11,3±0,8 
Ta 13,1±0,7 
W 12,9±0,9 
Re 12,8±0,9 
Os (13,52) 
Ir 18±5 
Pt 12,5±0,9 
Au 13,55±0,26 
Hg (12,61) 
Tl (12,22) 
Pb 13,3±1,9 
Bi 7,7±0,9 

Таблица 2 
Параметр g для ионов 

 

Ион g 
H 0,97±0,15 
He 1,75±0,12 
Li 3,32±0,14 
Be 2,91±0,24 
B 2,47±0,17 
C 2,78±0,12 
N 2,48±0,10 
O 3,17±0,13 
F 3,96±0,15 
Ne 4,96±0,15 
Na 5,8±0,4 
Mg (6,76) 
Al 6,8±0,5 
Si 6,62±0,20 
P 5,4±0,4 
S 4,8±0,3 
Cl 4,72±0,28 
Ar 4,42±0,24 
K 4,6±0,4 
Ca (4,83) 

Ион g 
Sc 5,2±0,5 
Ti 5,6±0,6 
Cr 7,0±0,7 
Mn 7,8±0,8 
Fe 7,7±0,7 
Co 9,2±0,9 
Ni (9,26) 
Cu 8,8±0,6 
Zn (9,80) 
Ga (9,84) 
Ge 11,3±1,0 
As 10,7±1,1 
Se (9,02) 
Br 8,2±0,5 
Kr 8,7±0,8 
Y 7,7±0,9 
Ag 7,0±0,5 
In 10,6±2,7 
Sn 6±6 
Sb 5±5 

Ион g 
Te 4±3 
I 7,3±0,4 
Xe 8,3±0,8 
Cs 3,3±1,6 
Ba 5±4 
La 5±4 
Ce 6±5 
Nd 13,4±2,0 
Sm 16,1±2,6 
Eu 6±6 
Gd 5±4 
Tb 9±9 
Dy 12±5 
Er 16±6 
Ta 10,8±0,9 
Au 13,1±0,8 
Bi 13,8±2,6 
U 15±4 
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Рис. 1. Параметр g0 для веществ  –––  – осцилляции (сглаженная кривая); 
 - - - – монотонная часть зависимости 

 

 
 

Рис. 2. Параметр g для ионов  –––  – осцилляции (сглаженная кривая); 
 - - - – монотонная часть зависимости 

 

Осцилляции g0 идут на фоне общего роста 
2 / 3

0 00,7g Z ,                               (2) 

что очень близко к формуле Линдхарда, в которой 
2 / 3

0 0g Z . 

Параметр g (рис. 2) имеет максимумы при Z  3; 
1314; 32 и минимумы при Z  57; 18, в согласии с ре-
зультатами экспериментов [7–14, 18, 21, 23, 36, 37, 56, 
62], компилятивных работ [20, 55] и расчетов [15–17, 20, 
24–26, 28, 34, 38, 40, 45, 52, 58, 63, 65, 70, 73, 74, 76]. При 
Z > 36 ход графика неясен из-за большого числа отсутст-
вующих точек и больших погрешностей у остальных; 
для этих ионов интерполяция не проводилась. 

Значения g для ионов Mg и Ni выпадают из глад-
кого хода кривой g(Z). Наиболее вероятным объяснени-
ем служат систематические ошибки в работах [67] и 
[80]. Для обоих ионов в табл. 2 даны интерполирован-
ные значения. 

Осцилляции g также сопровождаются общим ростом 

1,5g Z .                                 (3) 

По формуле Линдхарда следовало бы ожидать 
2 / 3g Z . Впрочем, высокие погрешности g при боль-

ших Z не позволяют говорить о значимом расхождении. 
 

Точность и адекватность формулы 
 

Совокупность формул (1)–(5) статьи [1], (1), (2), 
(4), (5), статьи [2] и (1) настоящей статьи составляет 

полуэмпирическую формулу потерь энергии. Если она 
не выходит за пределы разброса имеющихся экспери-
ментальных данных, ее можно признать удовлетвори-
тельной и использовать в расчетах. 

Разброс экспериментальных данных слагается из  
1) случайной погрешности каждого отдельного измере-
ния и 2) разброса между результатами разных экспери-
ментальных работ, обусловленного систематическими 
погрешностями (которые благодаря большому числу 
анализируемых работ рандомизируются и тоже ведут 
себя как случайные). Первая составляющая характери-

зуется дисперсией “внутри статьи” 2
0 , вторая – дис-

персией “между статьями” 2
1 . 

Обе компоненты погрешности были изучены ме-
тодом дисперсионного анализа (см. приложение) в 
зависимости от вещества, частицы и энергии. Чтобы 
более точно оценить их, данные были сгруппированы 
по энергии в 19 диапазонов: 0,7–1,4 кэВ/а.е.м.;  
1,4–3,2 кэВ/а.е.м.; 3,2–7 кэВ/а.е.м.; 7–14 кэВ/а.е.м.; ...; 
700–1400 МэВ/а.е.м. 

Оказалось, что разброс внутри статей не зависит 
ни от Z0, ни от E и слабо растет с ростом Z. В среднем 
он составляет 0 = 2,5 %, что согласуется с авторскими 
оценками погрешности, лежащими обычно в пределах 
2–5 %. 

Разброс между разными работами не зависит от Z0 
и Z, но сильно возрастает с убыванием энергии, доходя  
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до 37 % (при 1 кэВ/а.е.м.). При энергии 3 МэВ/а.е.м. и 
ниже он превышает 0; это обстоятельство отмечалось 
в работах [46, 48, 53, 66]. 

Для проверки адекватности был применен специ-
ально разработанный критерий (П.9). На рис. 3 пока-

зано отношение 2 2
неад критS S  (при уровне значимости 

1 %) в зависимости от Z и E. Там, где это отношение 
меньше единицы (светлые области), формула адекват-
на; превышение над единицей (темные области) свиде-
тельствует о расхождении между формулой и экспери-
ментом. Из рисунка видно, что основная доля расхож-
дений приходится на тяжелые ионы малых и промежу-
точных энергий; этот район очерчен жирной линией. В 
остальной части диаграммы согласие в целом удовле-
творительное. 

 

 
 

Рис. 3. Область адекватности формулы потерь энергии:  – 
примерная граница области адекватности; ––– – примерные 
границы характерных энергетических областей: I – медленные 
ионы, II – ионы промежуточных энергий, III – быстрые ионы. 
Штриховка указывает на отсутствие экспериментальных  
                                                  данных 

 

Диаграмма ограничена энергией 1 кэВ/а.е.м. Ниже 
нее преобладают ядерные потери энергии, которые в 
данной работе не изучались. 

Погрешность формулы (среднеквадратическое от-
клонение от неизвестного нам истинного значения) 
характеризуется величиной аппр. В области адекватно-
сти она практически постоянна (рис. 4) и составляет 
аппр = 
= 2,4 %. Для сравнения на том же рисунке показана 
суммарная погрешность эксперимента эксп   

2 2
0 1 .     

 
 
 

 
 

Рис. 4. Погрешности 
 

 
Заключение 

 

Итак, полученная формула позволяет находить 
электронные потери энергии с точностью 2,4 % в ши-
роком диапазоне условий: медленные ионы (E =  
= 150 кэВ/а.е.м.); легкие ионы промежуточных энер-
гий (Z  12, E = 501000 кэВ/а.е.м.); легкие и средние 
быстрые ионы (Z  20, E = 103106 кэВ/а.е.м.). В фор-
мулу входят четыре параметра (g0, Emax0, maxS  , I0), за-

висящие от вещества, и один параметр (g), зависящий 
от частицы; таким образом, влияние вещества и влия-
ние частицы полностью разделены. Это позволяет рас-
считать потери энергии любой частицы в любом веще-
стве, если только ранее были измерены потери энергии 
данной частицы в каком-либо веществе и потери энер-
гии какой-либо частицы в данном веществе. 

Попутно был установлен нижний предел приме-
нимости формулы Бете; изучена зависимость положе-
ния и величины максимума потерь от атомного номера 
частицы; сделан выбор между тремя теориями тормо-
жения медленной частицы (Ферми – Теллера, Фирсова 
и Линдхарда – Шарффа); подтверждено отсутствие изо-
топических эффектов. 

Автор выражает благодарность сотрудникам науч-
ной библиотеки, и особенно В. А. Чулковой; без чьего 
содействия эта работа была бы невозможна; Ю. И. Со-
ломатину за помощь в переводах с французского;  
К. Н. Ковшову за консультации по вопросам математи-
ческой статистики. 

 
Приложение  

 

Статистическая процедура 
 

Применяя модель компонент дисперсии при ие-
рархической классификации [41], запишем относитель-

ную невязку  эксп аппрln S S   в виде 

ijk = –i + Aij + Uijk,   i = 1,...,r,   j = 1,...,qi, 
 k = 1,...,nij.                                (П. 1) 
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Здесь i – отклонение расчетного значения от истинно-
го при i-й комбинации условий (вещество, частица, 
энергия); Aij – погрешность j-й статьи при i-й комбина-
ции условий; Uijk – случайная ошибка отдельной экспе-
риментальной точки. Величины i, Aij, Uijk считаем слу-
чайными, независимыми между собой, нормально рас-
пределенными с нулевым математическим ожиданием 

и дисперсиями 2 2 2
аппр 1 0, ,    соответственно. 

В этой модели сумма квадратов распадается на со-
ставляющие 

2 2 2 2
0 1 аппр

, ,
ijk

i j k

S S S    ;                   (П.2) 

формулы для их расчета см. [41], с. 60. Они имеют ма-
тематические ожидания 

2 2
0 0[ ] ( )S n q  M ;                             (П.3) 
2 2 2
1 0 1[ ] ( ) ( )S q r n     M ;          (П.4) 

2 2 2 2
аппр 0 1 аппр[ ]S r n     M ,           (П.5) 

где 
,

ij
i j

n n   – общее число экспериментальных точек; 

i
i

q q   – число комбинаций “условия + статья”; r – 

число комбинаций условий; 2

,

( / )ij i
i j

n n   . 

Из (П. 3)–(П. 5) находим оценки дисперсий 
2

2 0
0 ;

S

n q
 


 

2 2
2 1 0
1

( )
;

S q r

n

  
 


 

2 2 2
аппр 0 12

аппр
S r

n

  
  .               (П. 6) 

Построим для 2
0  и 2

1  доверительные интервалы (для 
2
1  воспользуемся доверительным интервалом Уилль-

ямса, см. [41], с. 30) с доверительной вероятностью  
1–,  где  – уровень значимости 

2
2 0
0 min 2

;1 / 2n q

S

 
 


; 

2
2 0
0 max 2

; / 2n q

S

 
 


;     (П. 7) 

2
1 min

2 2
0 1

; ;1 / 4 2 2
1 ;1 / 4

2
1 max

2 2
0 1

; ; / 4 2 2
1 ; / 4

/( )
1 ;

/( )

/( )
1 .

/( )

q r n q
q r

q r n q
q r

q r

n

S n q S
F

S q r

q r

n

S n q S
F

S q r

  
 

  
 

     
    
    
   



  
   

     

    (П.   8) 

Здесь F и 2 – процентные точки F-распределения Фи-
шера и распределения 2. 

На основе формулы (П.5) и доверительных интер-
валов (П.7), (П.8) можно предложить приближенный 
критерий для проверки адекватности аппроксимации. 

Если сумма квадратов 2
аппрS  превышает критическое 

значение 
2 2 2
крит 0 max 1 maxS r    ,                  (П.9) 

то наблюдается значимая неадекватность (при уровне 
значимости  ). 

Для исследования зависимости погрешностей от 
вещества, частицы и энергии нужно вычислять суммы 
квадратов (П.2) и вспомогательные суммы n, q, r,  
отдельно для каждого вещества (каждой частицы, каж-
дого энергетического диапазона). 
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