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УДК 533.9 
 

ТЕОРИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ИОННО-ЗВУКОВЫХ ВОЛН В ПЛАЗМЕ 
С УЧЕТОМ ИНЕРЦИИ ЭЛЕКТРОНОВ 

 
И. Д. Дубинова 
РФЯЦ-ВНИИЭФ 

 
Приведено полное аналитическое решение методом псевдопотенциала задачи 

о структуре нелинейной ионно-звуковой волны в плазме с учетом инерции элек-
тронов. Получено, что уединенная волна может иметь скорость от 1 до 1,58 скоро-
стей линейного ионного звука.  

 
 
Ионно-звуковые волны в плазме относятся к разря-

ду продольных электростатических волн. История раз-
вития их теории длится вот уже несколько десятилетий. 
В итоге были получены дисперсионные зависимости 
волн в линейном приближении, изучены решения в виде 
уединенных волн для эволюционных уравнений типа 
Кортевега де Вриза в слабо-нелинейном приближении и 
исследована динамика периодических волн и уединен-
ных волн при учете сильной нелинейности методом 
псевдопотенциала. В частности, Р. З. Сагдеевым, впер-
вые использовавшим метод псевдопотенциала для про-
стейшей модели ионно-звуковых волн с безынерцион-
ными распределенными по Больцману электронами, 
было численно получено, что скорость уединенной 
волны v может принимать значения только из диапазо-
на от 1 до 1,58 скорости линейного ионного звука [1–3]. 
В нашей работе [4] верхний предел 1,58 был выведен в 
виде точной явной формулы, в которой была использо-
вана W-функция Ламберта [5–7]. 

После работ [1–3] было опубликовано большое ко-
личество статей, в которых методом псевдопотенциала 
развивалась теория сильно-нелинейных ионно-звуковых 
волн путем учета различных физических факторов: 
влияния ионной температуры [8–10], наличия двух [11, 
12] и более сортов ионов [13], в том числе и отрица-
тельных ионов [14–16], наличия двух групп электронов 
различных температур [17,18]. Обзор техники приме-
нения метода псевдопотенциала Р. З. Сагдеева для не-
линейных волн в плазме представлен в [19]. 

В последнее время появилась серия работ, в кото-
рых изучалось влияние различных аспектов движения 
электронной и ионной компонент на особенности не-
линейных ионно-звуковых волн. Так, в работе [20] про-
демонстрирован газодинамический подход к динамике 
ионной компоненты при помощи ее описания уравне-
нием типа Бернулли, а в работах [21–23] делалась по-
пытка изучить влияние инерции электронов.  

Данная работа продолжает серию работ [21–23] по 
развитию нелинейной теории ионно-звуковых волн в  
 

плазме с учетом инерции электронов. Здесь нам уда-
лось провести решение задачи аналитически до конца 
при помощи упомянутой выше W-функции Ламберта. 

Начальный этап нашего решения совпадает с [23]. 
А затем, где авторы [23] делают разложение по малому 

параметру 1/ и пренебрегают членами  21 ,O   где 

i em m   – отношение ионной и электронной масс, 

мы пойдем своим точным аналитическим путем. Будем 
исходить из уравнений для динамики электронной ком-
поненты бесстолкновительной плазмы 
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и ионной компоненты 
 

 
0;i ii n un

t x


 

 
                             (3) 

.i i
i

u u
u

t x x

  
  

  
                          (4) 

 

Система уравнений дополняется уравнением Пуас-
сона 
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Уравнения (1)–(5) записаны для безразмерных 
величин, нормированных стандартным образом: кон-
центрации электронов и ионов ne и ni – на невозму-
щенные концентрации ne0 и ni0, скорости электронов 
и ионов ue и ui – на скорость линейного ионного зву-

ка e ikT m , электростатический потенциал  – на 

величину ekT e , длина x – на дебаевскую длину 

2
, 04 ,D e e ikT n e    а время t – на 1,i

  где обозна-
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чено 2
, 04i e i in e m    – ионная плазменная частота, 

k – постоянная Больцмана и Te – электронная тем- 
пература. 

Будем искать решение в виде бегущей со скоро-
стью v стационарной волны, для чего введем новую 
автомодельную переменную 
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Тогда система уравнений в частных производных 
(1)–(5) сведется к следующей системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

– электронная группа уравнений: 
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– ионная группа уравнений: 
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– уравнение Пуассона: 
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Решение обоих уравнений непрерывности (7) и (9) 
с учетом 
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а решения уравнений движения – в виде 
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Далее в [23] решение анализировалось в указанном 
выше приближении, а мы продолжим вывод аналитиче-
ски точного решения.  

Из решения уравнений непрерывности (12) следу-
ет, что выражения в скобках в соотношениях (13) и (14) 
можно представить через концентрации 
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С учетом этого решения уравнений движения (13) 
и (14) будут иметь вид 
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Разрешим последние соотношения относительно 
концентраций ne и ni. Формально решения обоих урав-
нений имеют по два действительных корня 

 

2 2 2

0, 1
1

exp exp 2 ;
2 2e
v v v

n W 

                    
 (18) 

2
.

2
i

v
n

v
 

 
                             (19) 

 

В выражении (18) обозначено:  0W x  – основная 

(верхняя) ветвь и  1 0W  – отрицательная (нижняя) 

ветвь W-функции Ламберта, разделяемые точкой со-
пряжения с координатами  1 , 1 .e   

Так как концентрация ni  всегда должна быть по-
ложительной, то отрицательное решение в соотноше-
нии (19) можно отбросить. Оставшееся положительное 
решение проходит в нуле через единицу. Это означает, 
что в точках нулевого потенциала возмущения ионов 
нет.  

Для анализа корней электронного уравнения на 
рис. 1,а построена зависимость   ,en   имеющая в со-

ответствии с (18) две ветви. Из них только верхняя 
ветвь проходит в нуле через единицу, что позволяет ей 
совместно с положительным корнем соотношения (19) 
удовлетворить правую часть уравнения Пуассона усло-
вию квазинейтральности плазмы при 0.   На рис. 1,б 

показана также зависимость  .in   

Структура полученных решений такова, что элек-
тронная концентрация  en   определена только при 

min   , а ионная –  in   – только при max   , 

причем при max    концентрация  in   расходит-

ся. Таким образом, плотность пространственного за-

ряда     разность e in n    определена на полуот-

резке  min max,  , концы которого легко определить:  

min  – как точку сопряжения ветвей W-функции Лам-

берта, а max  – как точку обращения знаменателя в 

выражении (19) в нуль 
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График разности    e in n    показан на рис. 1,в. 

Обратим внимание на то, что этот график немонотон-
ный и имеет две точки смены знака (две точки квази-
нейтральности). 
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Рис. 1. Зависимости концентраций от электростатического потенциала, построенные при v = 1,56 и  = 2000: а – элек-

тронная концентрация  en   (сплошная кривая – корень (18), выраженный через верхнюю ветвь 0 ( )W x  функции Лам-

берта, прерывистая кривая – корень (18), выраженный через нижнюю ветвь 1( )W x  функции Ламберта); б – ионная 

                   концентрация   ;in   в – разность концентраций    e in n      псевдосила F   

 
Далее, подставляя выражения (18) и (19) в уравнение Пуассона (11), получим нелинейное дифференциальное 

уравнение 2-го порядка относительно     
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Решение этого уравнения можно записать в квадратурах 
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где с1 и с2 – постоянные интегрирования.  
Внешний вид решения (23) достаточно громоздок и не нагляден, поэтому для анализа свойств решения урав-

нения (22) воспользуемся методом псевдопотенциала. Согласно этому методу будем рассматривать (22) как урав-
нение движения псевдочастицы в потенциальном поле    , при этом функция  F d d      играет роль си-

лы, потенциал  – роль координаты псевдочастицы, a координата  – роль времени. 
Уравнение Пуассона (22) после однократного интегрирования принимает вид уравнения сохранения энергии 

псевдочастицы  
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и постоянную с1 можно выбрать так, чтобы  min 0.    
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На рис. 2 показаны графики     при различ-

ных значениях скорости v. Видно, что псевдопотен-
циал имеет две точки равновесия псевдочастицы: 
минимум – при  > 0 и максимум – при  = 0, соот-
ветствующие нулям псевдосилы  F  . Это означает, 

что возможно периодическое движение псевдочасти-
цы-осциллятора в потенциальной яме псевдопотен-
циала, которое соответствует периодической ионно-
звуковой волне, и движение по сепаратрисе через 
точку максимума, которое соответствует уединенной 
ионно-звуковой волне, если правый конец псевдопо-
тенциала находится выше локального максимума 

    max0     (рис. 2,а).  

В противном случае, когда правый конец ниже 

максимума     max0     (рис. 2,в), уединенная 

волна опрокидывается. И то значение v, при котором 
высота правого конца в точности равна высоте мак-

симума     max0     (рис. 2,б), является пре-

дельно возможной скоростью уединенной волны. 
График рис. 2,б построен при v = 1,58 – это и есть 
приближенное значение верхнего предела, совпа-
дающее, как оказалось, со значением, полученным в 
модели безынерционных электронов [1–4]. 

Перейдем к рассмотрению структуры волны.  
На рис. 3 построены вычисленные по формуле (23) 
следующие профили в волне: электростатического 
потенциала    , электронной и ионной концентра-

ций   en   и  in  ,  а  также разности      ,i en n  

пропорциональной плотности пространственного заря-
да, при условиях, которые обеспечивают движение 
псевдочастицы-осциллятора вдали от сепаратрисы в 
глубине потенциальной ямы. Заметна асимметрия этих 
колебаний, когда амплитуда колебаний “вверх” не рав-
на амплитуде колебаний “вниз”. Изменение знака заря-
да на рис. 3,г соответствует отмеченному выше изме-
нению знака псевдосилы  F  . Физически это означа-

ет следующее. Можно упрощенно представить, что 
всплеск ионной плотности представляет собой контей-
нер, содержащий легкие, но обладающие конечной мас-
сой электроны. При движении контейнера находящиеся 
в ней электроны двигаются еще быстрее и ударяются 
об ее стенки подобно тому, как это происходит в дет-
ской погремушке. Конечная масса электронов (инер-
ция) здесь ответственна за появление участков отрица-
тельного пространственного заряда перед и за основ-
ным всплеском, которые заметны на рис. 3,г.   

На рис. 4 построены аналогичные профили при 
движении псевдочастицы вблизи сепаратрисы по краю 
потенциальной ямы, когда каждый всплеск близок по 
форме уединенной волне.  

Таким образом, в данной работе приведено пол-
ное аналитическое решение задачи о структуре нели-
нейной ионно-звуковой волны в плазме с учетом 
инерции электронов. Получено, что уединенная вол-
на может иметь скорость от 1 до 1,58 скоростей ли-
нейного ионного звука.  

Автор благодарна В. Б. Якубову, чьи советы по-
зволили улучшить данную статью. 
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Рис. 2. Зависимости     псевдопотенциала от электростатического потенциала, вычисленные при  = 2000  

и различных значениях v: а – v =1,56; б – v = 1,58; в –  v = 1,60 
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Рис. 3. Профили в волне, вычисленные вдали от сепаратрисы (при начальных условиях  0 0, 7  , 

 0 0  и при v =1,56,  = 2000: а – электростатического потенциала    ; б – электронной концентра- 

               ции  en  ; в – ионной концентрации  in  ; г – разности концентраций    i en n   

 
 

 
 

а 
 

 
б 

 
 

Рис. 4. Профили в волне, вычисленные вдали от сепаратрисы (при начальных условиях  0 0, 05  ,  0 0   

и при, v =1,56,  = 2000: а – электростатического потенциала    ; б – электронной концентрации  en  ;  

    в – ионной концентрации   in  ; г – разности концентраций    i en n   (окончание рисунка на с. 23) 
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Рис. 4. Окончание 
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