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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРА ЦАЛЛИСА НА ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЕ  

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ТОМАСА – ФЕРМИ 
 

А. Ю. Мадянов, С. А. Холин 
РФЯЦ-ВНИИЭФ 

 
В высокотемпературной модели Томаса – Ферми вместо функции распределе-

ния Ферми – Дирака используется функция распределения Цаллиса. Рассмотрено 
изменение давления, внутренней энергии и показателя адиабаты углерода и золота 
при температурах 50, 100, 200, 300 эВ, характерных для проблем инерционного 
термоядерного синтеза. 

 
 
 
В работе [1] Цаллисом предложено обобщение ста-

тистики Максвелла – Больцмана, зависящее от парамет-
ра Цаллиса q, которое при 1q   преобразует статистику 

Цаллиса в обычную статистику. Функция распределе-
ния Цаллиса является решением уравнения Фоккера–
Планка с коэффициентом диффузии, зависящим от энер-
гии [2]. Решение уравнения Фоккера – Планка позволяет 
получить обобщения статистик Бозе – Эйнштейна и Фер-
ми – Дирака, зависящие от параметра Цаллиса q. К сожа-
лению, ни в работе [1], ни в многочисленных последую-
щих публикациях не содержится алгоритма, позволяю-
щего определить величину параметра Цаллиса q. Обычно 
решалась обратная задача. Если использование экспери-
ментальных данных позволяет получить функцию рас-
пределения и она отличается от классической, то подби-
рается значение параметра Цаллиса q, при котором 
функция распределения Цаллиса удовлетворительно 
описывает экспериментальные данные. В работах [3–5] 
описаны различные примеры, в которых параметр Цалли-
са q отличен от 1 и может достигать 1,3.  

Обычно для определения уравнения состояния вы-
сокоплотной нагретой плазмы используют высокотем-
пературную модель Томаса – Ферми [6]. В данной рабо-
те анализируется влияние на уравнение состояния 
замены в модели Томаса – Ферми функции распределе-
ния Ферми – Дирака на соответствующую функцию 
распределения Цаллиса. Приведены результаты расче-
тов для золота и углерода при температурах, характер-
ных для инерционного термоядерного синтеза.  
 
 
1. Функция распределения Цаллиса свободного 

электронного газа 
 

Формальный переход от обычных статистик Мак-
свелла – Больцмана, Бозе – Эйнштейна и Ферми – Дирака  
к статистике Цаллиса осуществляется заменой в соста-

ве функций распределения экспоненциальной функции 
xe  на q-экспоненциальную функцию, а логарифм за-

меняется на q-логарифм [1, 2] 
1
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где (1 (1 ) )q x   ) – функция Хевисайда. Если 1q  , 

то x x
qe e  и ln lnq x x .  

Для фермионов функция распределения теперь 
имеет вид  
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где   – кинетическая энергия частицы;   – химический 

потенциал; k – постоянная Больцмана; Т – температура. 
Для электронов плотность энергетических уров-
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Для числа частиц N, их кинетической энергии kE  и 

давления p в статистике Цаллиса справедливы выражения 
аналогичные выражениям в статистике Ферми – Дирака 
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Введем обозначения z
kT


 , 

kT


  . При реше-

нии уравнения Томаса – Ферми используются функции 

Ферми–Дирака 
0
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n
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z
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   , которые опре-

деляют зависимость плотности, энергии и давления от 
химического потенциала при фиксированной темпера-
туре. При обращении к статистике Цаллиса потребуют-
ся новые функции, которые будем называть обобщен-
ными функциями Ферми – Дирака 
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В статистике Цаллиса через обобщенные функции 
Ферми – Дирака определяются плотность числа частиц, 
плотность кинетической энергии и давление вещества 
(1.4), (1.5), (1.6). 
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Отношения 1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J   , 2 3/ 2 ( ) /Y Jq   

3 / 2/ ( )J   определяют отношение плотностей энергий и 

давлений при одном и том же значении химического 
потенциала и температуры при различных значениях 
параметра Цаллиса к их значениям в статистике Фер-
ми – Дирака.  

На рис. 1, 2, 3, 4 приведены эти отношения при зна- 
чениях параметра Цаллиса q = 1 ± 0,001, 1 ± 0,01, 1 ± 0,1. 

 

 

Рис. 1. Зависимость от химического потенциала  отношения 

1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J    плотности числа частиц  в  статистике 

Цаллиса к плотности  в статистике Ферми – Дирака для q > 1: 

        – q = 1,1; ……. – q = 1,01;              – q = 1,001 

 
Рис. 2. Зависимость от химпотенциала  отношения  

1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J    плотности числа частиц в статистике  

Цаллиса к плотности в статистике Ферми – Дирака для q < 1: 

                   – q = 0,999; ……. –  q = 0,99;              – q = 0,9  
 

 
Рис. 3. Зависимость от химического потенциала  отношения 

1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J    плотности энергии в статистике Цаллиса 

к плотности в статистике Ферми – Дирака для q > 1: 

                   – q = 1,1; ……. –  q = 1,01;             – q = 1,001 
 

 
Рис. 4. Зависимость от химпотенциала  отношения 2Y  = 

= 3/ 2 3/ 2( ) / ( )Jq J   плотности энергии в статистике Цаллиса 

к плотности в статистике Ферми – Дирака для q < 1: 

                   – q = 0,999; ……. –  q = 0,99;              – q = 0,9  
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Если q > 1, то плотность числа частиц, плотность 
энергии и давление в статистике Цаллиса меньше, чем 
в статистике Ферми–Дирака при одинаковой темпера-
туре и химическом потенциале. При q < 1 – наоборот. 

 
 

2. Модель атома Томаса-Ферми 
 

Во внешнем поле с потенциалом  , полная энер-

гия электронов равна  – e. Обозначив z
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Подставив в уравнение Пуассона, связывающее n 
и , полученное выражение для концентрации числа 
частиц, имеем 
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Введя новые переменные 
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уравнение Томаса – Ферми в безразмерном виде, зави-
сящее от параметра Цаллиса q 
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Граничными условиями являются: 
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Вычисленное значение потенциала φ позволяет 
вычислить потенциальную энергию pE  и полную энер-

гию полн .k pE E E   

Зависимость давления от энергии записывается 
по аналогии с идеальным газом в виде ( 1)p E    . 

В уравнение состояния входит энергия, которая должна 
обращаться в нуль при нулевом давлении и температуре. 
Для того, чтобы обеспечить это, целесообразно из пол-

ной энергии сжатого атома отнять энергию свободного 
атома при Т = 0. полн tE E E  . Энергия свободного 
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В итоге, приходим к формуле 

03 3
2

13 20

(2 ) ,
s

p
d

E kT mkT sJq q
s

    
 


 

0

0
(0) s ds

s

 
    
 

,                    (2.6)  

где 0
0

r
s

d
 , 0 0( )s   . При 1  разложение 

3

2
1/ 2

2
( , )

3
Jq q   . Следовательно, вблизи нуля несоб-

ственный интеграл 

0
1

2 00

, (0)
x

pE sJq q s ds
s s

         
   

  

3
0 2

0

4
6 (0) (0)

9
x x

s

 
     

 
.                (2.7) 

 

 
3. Результаты расчетов 

 
Программа расчета уравнения Томаса – Ферми с 

квантовыми функциями распределения Цаллиса напи-
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сана на языке Fortran. Уравнение решается численными 
методами квазилинеаризации и прогонок. Полученные 
численные значения потенциала Томаса – Ферми φ ис-
пользованы для вычисления давления р и плотности 
энергии Е. 

Результаты численного интегрирования при не-
которых значениях T, , Z, A приведены в табл. 1, 2. В 
этих таблицах значения давления p и плотности энер-

гии Е выражены в 15 310 эрг / см , а плотности  в 
3г / см . После таблиц приведены графики зависимостей 

показателей адиабаты от параметра Цаллиса q (рис. 5, 
6). Значения этих величин при q = 1 соответствуют тра-
диционному уравнению состояния Томаса – Ферми, 
обычной статистике Ферми – Дирака. 

В табл. 1 и 2 приведены, полученные расчетно 
давления и плотности энергии для золота (Z = 79, A = 
= 197) и углерода (Z = 6, A = 12) для q = 1, 1±0,05, 
1±0,1.  

Золото (см. табл. 1) и углерод (см. табл. 2) вы-
браны в качестве примерa веществ, которые применя-
ются в исследованиях лазерного термоядерного синте-
за. Температуры, при которых они рассмотрены (50, 
100, 200, 300 эВ), также характерны для лазерного тер-
моядерного синтеза. 

Значения q > 1,1 и q < 0,9 не рассматривались, так как 
большие отклонения от 1 представляются сегодня ма-
ловероятными для этих температур. 

Проведенные расчеты показали: 
– при фиксированной энергии давление при q < 1 

растет, при q >1 уменьшается (соответственно меняется 
показатель адиабаты); 

– при уменьшении плотности влияние параметра 
Цаллиса возрастает; 

– при увеличении температуры влияние параметра 
Цаллиса уменьшается. 

При использовании функции распределения Цал-
лиса, как свидетельствует график (см. рис. 5), зависи-
мости показателя адиабаты от q, при q > 1 показатель 
адиабаты уменьшается, т. е. плотности в процессе сжа-
тия возрастают, а при q < 1 показатели адиабаты растут 
и плотности уменьшаются. 

Для иллюстрации на рис. 6 приведена в относи-
тельных единицах зависимость плотности электронов в 
атоме золота от радиуса при плотности золота 100 

3г / см  и температуре 300 эВ. 

Здесь 9
0 9 10R    cм – внешний радиус атома, 

0( / )n R R  – плотность электронов в атоме. 0( / )D R R  = 
 

Таблица  1  

Параметры уравнения состояния золота p и E в 15 310 эрг / см  при T = 50, 100, 200, 300 эВ,  

плотностях 1, 5, 19,3 3г / см  и при различных параметрах Цаллиса q 

Т, эВ 
, 

3г / см  

p и ρE, 
15 310 эрг / см  

q = 0,9 q = 0,95 q = 1 q = 1,05 q = 1,1 

p 0,00766 0,00436 0,00266 0,00172 0,00116 
1 

E 0,0236 0,0161 0,0119 0,00945 0,00790 

p 0,0272 0,0178 0,0123 0,00900 0,00682 
5 

E 0,0783 0,0589 0,0470 0,0394 0,0346 

p 0,0877 0,0658 0,0519 0,0425 0,0360 

50 

19,3 
E 0,2112 0,1667 0,1368 0,1155 0,0998 

p 0,0261 0,0143 0,00838 0,00521 0,00341 
1 

E 0,0761 0,0493 0,0348 0,0263 0,0211 

p 0,0905 0,0561 0,0370 0,0257 0,0187 
5 

E 0,249 0,177 0,135 0,108 0,0912 

p 0,2711 0,1900 0,1407 0,1088 0,0872 

100 

19,3 
E 0,6672 0,5060 0,4031 0,3337 0,2849 

p 0,0858 0,0453 0,0258 0,0155 0,00981 
1 

E 0,239 0,149 0,101 0,0736 0,0572 

p 0,298 0,177 0,112 0,0743 0,0519 
5 

E 0,791 0,535 0,390 0,302 0,245 

p 0,863 0,5696 0,3989 0,2929 0,2237 

200 

19,3 
E 2,115 1,535 1,181 0,9514 0,7959 

p 0,169 0,0872 0,0488 0,0289 0,0181 
1 

E 0,454 0,277 0,185 0,133 0,101 

p 0,592 0,342 0,211 0,138 0,0942 
5 

E 1,528 1,009 0,719 0,545 0,435 

p 1,700 1,086 0,739 0,528 0,393 

300 

19,3 
E 4,116 2,915 2,204 1,754 1,457 
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Таблиц а  2  

Параметры уравнения состояния углерода p и E в 15 310 эрг / см  при T = 50, 100, 200, 300 эВ,  

плотностях 1, 1,8 3г / см  и при различных параметрах Цаллиса q 

Т, эВ 
, 

3г / см  

p и ρE, 
15 310 эрг / см  

q = 0,9 q = 0,95 q = 1 q = 1,05 q = 1,1 

p 0,0294 0,0201 0,0146 0,0111 0,00870 
1 

E 0,0575 0,0415 0,0317 0,0253 0,0209 

p 0,0476 0,0341 0,0258 0,0203 0,0166 
50 

1,8 
E 0,0890 0,0663 0,0520 0,0424 0,0358 

p 0,0799 0,0522 0,0363 0,0264 0,0201 
1 

E 0,150 0,104 0,0768 0,0594 0,0478 

p 0,130 0,0884 0,0635 0,0479 0,0374 
100 

1,8 
E 0,239 0,170 0,128 0,101 0,0823 

p 0,199 0,125 0,0845 0,0594 0,0444 
1 

E 0,350 0,233 0,167 0,126 0,0997 

p 0,327 0,215 0,149 0,109 0,0826 
200 

1,8 
E 0,572 0,394 0,287 0,220 0,175 

p 0,333 0,200 0,132 0,0926 0,0662 
1 

E 0,561 0,356 0,250 0,186 0,143 

p 0,546 0,346 0,235 0,167 0,128 
300 

1,8 
E 0,921 0,611 0,436 0,328 0,262 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость показателя адиабаты от параметра 

Цаллиса для углерода и золота при плотности 1 3г / см  
и различных температурах 

 

 
Рис. 6. Зависимость в относительных единицах плотности 
электронов n(R) в атоме золота от радиуса R при плотности 

100 3г / см  и температуре 300 эВ 

= 2
0 04 ( / ) ( / )R R n R R  – функция плотности электро-

нов, mD  – ее среднее значение. 98,517 10mD    при q = 

= 0,9, 98,513 10mD    при q = 1 и 98,510 10mD    при  

q = 1,1. 
Различие в профиле плотности электронов оказа-

лось невелико, что обусловило слабую зависимость 
показателя адиабаты золота от параметра Цаллиса при 

плотности 100 3г / см , температуре 300 эВ. 
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