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УДК 533.9 

 
МЕТОД ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛА В ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН В ПЛАЗМЕ:  

ТОЧНЫЙ АНАЛИЗ В ТРЕХ ПРИМЕРАХ 
 

А. Е. Дубинов, И. Д. Дубинова 
РФЯЦ-ВНИИЭФ 

 
В работе продемонстрирована универсальность и эффективность метода псев-

допотенциала (метода механической аналогии) для анализа нелинейных волн в 
плазме и показаны возможности новой специальной функции – W-функции Лам-
берта при решении сложных трансцендентных уравнений, ранее считавшихся не 
решаемыми аналитически. 

Это позволило впервые получить точные выражения для характеристик нели-
нейных волн в плазме: диапазон чисел Маха для уединенной ионно-звуковой вол-
ны, амплитуды колебаний стоячей ТЕМ-волны в плазме со стрикционной нелиней-
ностью, размаха асимметричных нелинейных электронных колебаний в изотропной 
плазме. 

 
 
 

Введение  
 
В теории нелинейных волн в физике плазмы ши-

роко применяется метод псевдопотенциала, позволяю-
щий точно вычислить и проанализировать основные 
параметры периодических и уединенных нелинейных 
волн: амплитуду, период и частоту для периодической 
волны, длительность и максимальную скорость для 
уединенной волны и др. 

Сущность метода достаточно проста и понятна. 
Уравнения, описывающие динамику волны, тем или 
иным способом сводятся к обыкновенному дифферен-
циальному уравнению нелинейного осциллятора типа 

   
2

2

d G x
F G x

dx
    ,                         (1) 

после чего производится его анализ. При этом функ-

ционал  F G x    играет роль псевдосилы, физическая 

величина  G x , описывающая структуру волны,  роль 

псевдокоординаты, а x  роль псевдовремени. После 
умножения обеих частей уравнения (1) на  dG x dx , 

его можно один раз проинтегрировать, получив в итоге 

       
2

1

2

dG x
F G x dG x C V G x

dx

 
            

 
 .   (2) 

Таким образом, наша задача свелась к анализу 
движения нелинейного осциллятора в заданном псев-

допотенциале  V G x   . 

В настоящее время этот метод, особенно в теории 
плазмы, стал классическим. В отечественной научной 

литературе этот метод получил название метода меха-
нической аналогии, а в зарубежной литературе он но-
сит название метода псевдопотенциала, или квазипо-
тенциала (во избежание путаницы укажем, что термин 
«метод псевдопотенциала» в теории твердого тела от-
носится к другому методу – методу расчета зонной 
структуры кристаллов – см., например, [1]). Часто 

 V G x    называют псевдопотенциалом Р. Сагдеева, а 

иногда и сам метод – методом пседопотенциала Саг-
деева, так как в его работах [2–4] он был впервые раз-
вит для анализа периодических и уединенных ионно-
звуковых волн в плазме. Заметим, что немногим ранее 
некоторый вариант этого метода был применен для 
анализа продольных волн в релятивистской плазме 
А. Ахиезером и Р. Половиным в [5], а также для анали-
за нелинейных электронных потенциальных волн в 
плазме А. Бернштейном, Дж. Грином и М. Крускалом в 
[6] и С. Амером в [7]. 

В большинстве учебников и монографий по физи-
ке плазмы этот метод изложен только для анализа не-
линейных ионно-звуковых волн в плазме по работам 
[2–4], хотя в оригинальной литературе он широко при-
меняется и для других задач нелинейной теории плаз-
мы: нелинейные альфвеновские волны [8] и вистлеры 
[9], двойные слои [10] и ионные дыры [11] в плазме и 
др. В последнее десятилетие стало популярным исполь-
зование метода псевдопотенциала в теориях запылен-
ной плазмы: бомовские слои в пылевой плазме [12] и 
уединенные пылеакустические волны [13, 14]. Метод 
широко применяется и для задач физики газового разря-
да: нелинейные ионизационные волны (страты) [15, 16] и 
равновесие столба электрической дуги (анализ на осно- 
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ве уравнения Эленбааса-Хеллера) [17, 18]. Список при-
ложений метода может быть существенно расширен.  

Решение дифференциального уравнения (2), в 
принципе, всегда можно записать в квадратурах в неяв-
ном виде 

 
 

0
2

dG x
x x

V G x
 

   
 ,                      (3) 

где 0x   постоянная интегрирования. Однако уравне-

ние (3) достаточно редко допускает аналитическое ин-
тегрирование, и тогда (3) лишь немного может прояс-
нить в динамике исследуемого процесса. Поэтому чаще 
осуществляют анализ нелинейного осциллятора, не 
прибегая к выражению (3). 

Этот анализ проводят обычно следующим обра-
зом. Сначала строят графики профилей псевдосилы и 
псевдопотенциала, а также фазовый портрет осцилля-
тора. Затем определяют положения точек равновесия 
при наличии потенциальной ямы, движение в которой 
соответствует периодической волне, а также определя-
ют наличие и форму сепаратрисы, движение по кото-
рой соответствует уединенной волне. Тогда положение 
равновесия и размах колебаний находятся из алгебраи-
ческих уравнений, получающихся при математическом 
анализе функции V(G) и ее производной F(G). 

Как правило, получающиеся при этом алгебраиче-
ские уравнения являются трансцендентными. Почти 
всегда их нельзя решить точно. Поэтому часто исполь-
зуют приближенные численные или графические мето-
ды. Иногда удается найти удобную аппроксимацию 
решения. Но теория требует точных решений, которые 
могут быть подставлены далее в новые теории. 

В литературе известны некоторые методы, кото-
рые позволяют получить точное решение для любого 
трансцендентного уравнения в явном виде. Например, в 
[19] развит метод, связанный с граничной задачей Ри-
мана. Другой метод [20] основан на известной теореме 
Коши, определяющей значение интеграла вдоль замк-
нутого контура, который охватывает простой полюс на 
комплексной плоскости. Однако точные выражения для 
комплексных корней даже самых простых уравнений, 
полученные этими методами, выглядят очень громозд-
кими и неудобными для анализа. 

В данной работе мы продемонстрируем три типо-
вых примера из теории плазмы, в которых нам удалось 
провести анализ методом псевдопотенциала до конца 
точно. Для этого мы использовали новую специальную 
функцию – W-функцию Ламберта [21, 22], которая на-
ходит все большее применение в различных математи-
ческих задачах физики плазмы [23–26]. Напомним, что 
W-функция Ламберта является обратной к функции 

expy x x  (подробнее – см. Приложение). 

 
 

1. Нелинейные ионно-звуковые волны в плазме 
 

Рассмотрим задачу о нелинейных ионно-звуковых 
волнах в плазме с холодными ионами и распределен-

ными по Больцману электронами в постановке 
Р. Сагдеева [2]. Будем исходить из следующего уравне-
ния Пуассона: 

0

20
exp

2

d e u

d kT u e M

    
     

,            (4) 

где   – электростатический потенциал в ионно-звуко-

вой волне, x ut    – волновой анзац; 0  – невозму-

щенная концентрация плазмы; 0  – диэлектрическая 

постоянная; e – элементарный заряд; k – постоянная 
Больцмана; T – электронная температура; u – скорость 
волны; M – масса иона. 

Введем безразмерные переменные: ,v v u     

0 ,    2e Mu   , pi u    , 2T kT Mu  ( pi  – 

ионная плазменная частота). Опуская в дальнейшем над 
ними волнистую черту, получим выражение 

 1
exp

1 2
F

T

         
,              (5) 

имеющее вид уравнения нелинейного осциллятора (1) в 
некотором псевдопотенциальном поле. Интегрируя это 
уравнение один раз, получим внешний вид псевдопо-
тенциала 

  1 2 exp 1V T T
T

         
 

.         (6) 

Константа интегрирования в соотношении (6) вы-
брана так, чтобы V(0) = 0. Исследуем структуру псев-
допотенциала. Состояние равновесия осциллятора на-
ходится из условия минимума  V  , которое приводит 

к трансцендентному уравнению 

 1 2 exp 2 T     .                   (7) 

Ранее это уравнение решалось графически при-
ближенно, хотя оно может быть решено точно. Уравне-
ние (7) всегда имеет два действительных корня, один из 
которых – тривиальный, а другой выражается через  
W-функцию Ламберта 

1 0  ; 2 0, 1
1 1 1

exp 1
2

TW
T T

             
,    (8) 

где  0W x  и  1W x  – основная и отрицательная дей-

ствительные ветви W-функции Ламберта соответствен-
но. Легко видеть, что при 1T  , когда решение выра-
жается через основную ветвь W-функции, имеет место 

2 0   и 2  соответствует максимуму псевдопотен-

циала, а 1  – его минимуму. В случае же 1T  , когда 

решение выражается через отрицательную ветвь, вы-
полняется 2 0  , 2  соответствует минимуму псев-

допотенциала, а 1  – его максимуму.  

Для построения фазового портрета осциллятора 
необходимо вычислить зависимость 
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   2 K V          

2 1 2 exp 1K T T
T

              
,         (9) 

где K – уровень энергии осциллятора. 
На рис. 1 и 2 представлены распределения псевдо-

силы, распределения псевдопотенциала и фазовые 
портреты нелинейного осциллятора для двух случаев, 

1T   и 1T   соответственно. 
В обоих случаях псевдосила имеет два нуля, соот-

ветствующие корням (8) трансцендентного уравнения 
(7). Эти нули есть точки равновесия осциллятора: одна 
точка равновесия для каждого случая, соответствую-
щая локальному минимуму псевдопотенциала, устой-
чива и изображается на фазовом портрете в виде цен-
тра, а другая точка равновесия, соответствующая 
локальному максимуму псевдопотенциала, неустойчива 
и изображается на фазовом портрете в виде седловой 
точки, в которую входит сепаратриса. 

Периодическое движение осциллятора в потенци-
альной яме псевдопотенциала описывает периодиче-
ские ионно-звуковые волны, а движение по сепаратри-
се, проходящей через седловую точку, – уединенную 
ионно-звуковую волну. 

 

 
Рис. 1. Структура нелинейного осциллятора при 2T  : а – 
профиль псевдосилы F(φ);  б – профиль псевдопотенциала 
V(φ);  в – фазовый  портрет  осциллятора,  жирной  линией  

выделена сепаратриса 

 
Рис. 2. Структура нелинейного осциллятора при 0,5T  : а – 

профиль псевдосилы  F  ; б – профиль псевдопотенциала 

 V  ;  в – фазовый портрет осциллятора,  жирной  линией  

выделена сепаратриса 
 

Возникает вопрос: какой уровень энергии осцил-
лятора sK  при заданной электронной температуре T 

соответствует сепаратрисе, т. е. когда возникает уеди-
ненная волна? Ответ на него легко получить, вычислив 
зависимость глубины потенциальной ямы sV  от T 

s 0, 1
1 1 1 1

exp W exp
2 2

V T
T T T

              
 

0, 1
1 1

W exp 1T T
T T

           
,        (10) 

в которой для 1T  , как и в выражении (8), берется 
основная ветвь W-функции, а для 1T   берется отрица-
тельная ветвь W-функции. Как мы видим, и эту зависи-
мость с помощью W-функции Ламберта удается полу-
чить в точном виде. На рис. 3 представлен ее график. 

Дальнейший анализ показывает, что решение  
при 1T   не удовлетворяет граничному условию 

lim 0


  , поэтому уединенные волны существуют 

только при 1T  , т. е. когда ее скорость превышает ско-

рость ионного звука: 
u c kT M 

. Это неравенство  

F(φ) 

φ

φ

φ

а

б

в

V(φ) 

φ´ 

F(φ) 

φ

φ

φ

а

б

в

V(φ) 

φ´ 
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Рис. 3. График зависимости (9) глубины  
потенциальной ямы sV  от электронной  

температуры T 
 

ограничивает снизу диапазон возможных скоростей 
уединенной волны. Легко видеть, что имеется и огра-
ничение сверху:  1 2 0V    ; в противном случае 

произойдет опрокидывание волны. Геометрически это 
означает, что правый конец кривой псевдопотенциала 
на рис. 2,б не должен быть ниже локального максиму-
ма. Последнее неравенство приводит к 

1
1 1 exp 0

2
T

T
    
 

.                     (11) 

Таким образом, скорость уединенной волны должна 
быть из диапазона M c u c  , где M есть число Маха, 
которое является решением следующего трансцендент-
ного уравнения: 

2
2 M

M 1 exp
2

  .                       (12) 

Оказывается, и его решение также можно найти 
точно с помощью W-функции Ламберта, оно имеет вид 

1
1 1

M 1 2 W exp 1,585201065...
2 2

           
,   (13) 

а в [2–4] дано значение M = 1,6.  
Итак, аналитически точно исследована задача о 

возможной величине скорости уединенной ионно-
звуковой волны. 

Интересно заметить, что другая типовая плазмен-
ная задача – задача о структуре заряженного бесстолк-
новительного пристеночного слоя (так называемая за-
дача о бомовском слое в плазме) также сводится к 
анализу уравнения Пуассона, имеющего абсолютно тот 
же самый вид, что и уравнение (4) (см. [27]). Мы не 
будем проводить для нее аналогичный анализ методом 
псевдопотенциала, так как он полностью идентичен 
предыдущему рассмотрению, а кратко укажем лишь на 
некоторые нюансы. 

1. Периодическое решение (стратифицирование) в 
заряженном слое, соответствующее периодическому 
движению осциллятора в потенциальной яме, нефизич-
но (см. [28]). 

2. Так называемый критерий Бома к задаче о при-
стеночном заряженном слое сводится к поиску пара-
метров, при которых неравенство   0V    выполняет-

ся при любых   [28, 29]. 

2. Нелинейная динамика сильной стоячей  
ТЕМ-волны в плазме 

 
Рассмотрим задачу о динамике сильной ТЕМ-вол-

ны  ~ exp i t  в непоглощающей плазме с нелинейной 

диэлектрической проницаемостью  E    в рамках 

модели, описанной в [30–33]. Будем считать, что ди-
электрическая проницаемость определяется стрикци-
онной нелинейностью так, что 

 
22

p2
2 2

p

E
E 1 exp

e

E

 
    
   

,             (14) 

где обозначено E – электрическое поле в волне; pE   

 24 e im T T e    – характерное плазменное поле 

для нелинейных стрикционных процессов; pe  – элек-

тронная плазменная частота. 
Будем исходить из следующего уравнения Гельм-

гольца для стоячей волны для безразмерной амплитуды 

волны pE E E  в безразмерных координатах 

x x c   (волнистую черту в дальнейшем опускаем): 

   
2 2

2 2
2 2

E 1 exp 0
d E d E

E q E E
dx dx

         
,   (15) 

где 2 2
peq     – параметр. Мы видим, что уравнение 

(15) также имеет вид уравнения нелинейного осцилля-
тора (1) и его также можно исследовать методом псев-
допотенциала, при этом амплитуда волны E играет роль 
псевдокоординаты, а координата x – роль псевдовреме-
ни. Первый интеграл уравнения (15) имеет вид 

 
2

0
dE

V E
dx

    
 

                     (16) 

с псевдопотенциалом 

   2 2expV E E q E q    .          (17) 

Здесь мы выбрали постоянную интегрирования 
так, чтобы  0 0V  . 

Как указано в [33], наиболее интересным является 
случай, когда при 1q   существуют три точки равно-

весия 

1 0E  ; 2,3 lnE q  ,                (18) 

из которых первая является седловой точкой, а две дру-
гие – центрами.  

Для построения фазового портрета осциллятора 
необходимо вычислить зависимость 

   2E E K V E        

 2 22 expK E q E q        
,           (19) 

где K, как и прежде, – уровень энергии осциллятора. 

sV  
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На рис. 4 показаны профили псевдосилы  F E  и 

псевдопотенциала  V E , а также фазовый портрет не-

линейного осциллятора. Легко понять, что замкнутые 
фазовые траектории внутри каждой из петель сепарат-
рисы (при 0K  ) описывают пространственно перио-
дическую стоячую волну, в которой амплитуда нигде 
не обращается в нуль и, сохраняя направление, осцил-
лирует от minE  до maxE . Замкнутые фазовые траекто-

рии вне сепаратрисы (при 0K  ) описывают волну, 
амплитуда которой меняется периодически от maxE  

до maxE  с изменением знака. Сепаратриса же, для ко-

торой энергия осциллятора 0K  , описывает уединен-
ную волну с амплитудой maxE . 

 

 

Рис. 4. Структура нелинейного осциллятора при 3q  :  
а – профиль псевдосилы F(E);  б – профиль псевдопо- 
тенциала V(E); в – фазовый портрет осциллятора, жирной  

линией выделена сепаратриса 

 
Найдем амплитуду волны для всех типов решений. 

Для этого приравняем псевдоскорость осциллятора (19) 
нулю и решим полученное трансцендентное уравнение 
относительно Е. Оказывается, что и это трансцендент-

ное уравнение также можно решить точно с использо-
ванием W-функции Ламберта. В итоге, можно записать 

 

 

max 0

min 1

W exp

W exp

E q K q K q

E q K q K q

        

        

 при 0;K   (20) 

 max 0W expE q q q       при 0K  ;         (21) 

 max 0W expE q K q K q         при 0K  .  (22) 

На рис. 5 показан график зависимости (21) ампли-
туды уединенной волны от параметра q. Таким обра-
зом, получены аналитически точные выражения для 
амплитуд сильной стоячей ТЕМ-волны в плазме в ус-
ловиях стрикционной нелинейности. 

 

Рис. 5. График зависимости амплитуды уединенной 
волны maxE  от параметра q 

 
Здесь заметим, что псевдопотенциал типа (17) ис-

пользуется также в задаче о волне в самоподдержи-
вающемся кольцеобразном волноводном канале в плаз-
ме [34]. 

В связи с работой [34] укажем на один полезный 
момент при использовании метода псевдопотенциала: 
для сферической и цилиндрической геометрий уравне-
ние движения (1) имеет вид  

   1 dG rd
r F G r

dr drr




 
     

 
,               (23) 

где показатель   зависит от выбора типа системы ко-
ординат. Такой вид левой части уравнения движения 
соответствует естественному убыванию амплитуды 
волны с расстоянием r от центра координат. В методе 
псевдопотенциала учет этого обстоятельства приводит 
к возникновению после раскрытия скобок в левой части 
уравнения (1) специфической псевдосилы трения, зави-
сящей от псевдовремени r.  

 
 
3. Нелинейные электронные колебания 

в плазме 
 
Рассмотрим теперь нелинейные колебания элек-

тронов на фоне равномерно распределенного непод-
вижного положительного заряда в безграничной изо-

F(E)

E

E

E 

а

б

в

V(E)

E´ 

maxE

q
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тропной плазме в рамках модели работы [7]. Пусть 0  – 

невозмущенная концентрация,   – мгновенная концен-

трация электронов и 0    – избыток или недоста-

ток электронов. Тогда из уравнения Пуассона, уравне-
ния непрерывности и уравнения движения электронов 
можно получить следующее нелинейное уравнение: 

2
2

0 0
1 0p
  

         

 ,              (24) 

где точки обозначают дифференцирование по времени. 
При начальных условиях 

 0 0  ,   00 pA                     (25) 

уравнение (24) поддается строгому однократному ин-
тегрированию 

2
0

0 2
0 0 00

1 2ln 1 2p
A     

               
 .    (26) 

Легко видеть, что и здесь задача свелась к виду, 
удобному для исследования методом псевдопотенциа-
ла, при этом роль псевдокоординаты будет играть  , а 

псевдовремени – текущее время t. Запишем выражение 
для псевдопотенциала  V   в безразмерных перемен-

ных 0    , 0 0g A   

     
2

2 21 2ln 1 2
2
p

V g
             .       (27) 

Особенностями данного псевдопотенциала явля-
ются логарифмическая нелинейность и текущее время в 
роли псевдовремени. Между тем в рассмотренных вы-
ше примерах псевдопотенциалы имели экспоненциаль-
ные нелинейности и в них в качестве псевдовремени 
выступала текущая координата. Тем не менее (27) мож-
но исследовать аналогично, а W-функция Ламберта и 
здесь поможет нам получить точные выражения для 
некоторых характеристик колебаний. 

На рис. 6 представлен профиль псевдопотенциала 

 V   и фазовый портрет колебаний. Видим, что псев-

допотенциал имеет вид потенциальной ямы, что приво-
дит к нелинейным периодическим колебаниям. Так как 
потенциальная яма несимметрична, то электронные 
колебания имеют асимметрию между положительными 
и отрицательными значениями  . Этот факт отмечается 

и в [7]. Действительно,   не может быть меньше – 1, но 

в положительную сторону может расти безгранично.  
В силу выполнения (3) потенциал не может быть 

положительным, так как при этом псевдоскорость ста-
новится комплексной. Условие действительности ре-
шения будет иметь вид 

   2ln 1 2 0g      ,                  (28) 

которое имеет решение 

2

min 0W exp 1 1
2

g  
               

 

2

1 maxW exp 1
2

g

  

            
.          (29) 

Фактически края этого диапазона определяют макси-
мальный размах электронных колебаний в зависимости 
от величины начального возмущения электронной 
плотности, который определен в [7] приближенно: 

2
max,min 3g g    . На рис. 7 показан график размаха 

колебаний в зависимости от q, из которого видно, что 
аппроксимации работы [7] размаха электронных коле-
баний близки точным значениям (29) только при 1g  , 

более того, аппроксимация min  немонотонна, что не-

физично. 

 

Рис. 6. Структура нелинейного осциллятора при q = 1:  
а – профиль псевдопотенциала  V  ; б – фазовый  

портрет осциллятора 
 

 
Рис. 7. График зависимости размаха электронных колебаний 

 max min,   от параметра q  (жирные линии – точное решение  

(29), тонкие линии – аппроксимации работы [6]) 

V(ς) 

  

ς 

ς 

а 

б 

max, min
max

min
q



 

 9

Положение равновесия найдем из условия 
0dV d  , которое сводится к трансцендентному урав-

нению 

    21 3 2ln 1 0g          ,              (30) 

которое имеет следующие корни: 

0 1   , 
2

2 0, 1
2 3 3

exp 1
3 2 2 2

g
W 

  
            

,   (31) 

из которых только корень, определяемый отрицатель-
ной ветвью W-функции Ламберта и соответствующий 
минимуму псевдопотенциала, лежит внутри допусти-
мого диапазона (29). Это означает, что псевдопотенци-
ал не имеет максимумов, фазовый портрет не имеет 
сепаратрисы, а электронные колебания не могут иметь 
одиночного всплеска, т. е. электронные колебания в 
бесстолкновительной плазме в рамках рассматривае-
мой модели всегда периодичны (затухания Ландау нет 
вследствие нулевой температуры электронной компо-
ненты). 
 
 

 
 

Рис. 8. График зависимости глубины потенциальной 
ямы sV  от q 

 
Приведем также график зависимости глубины псев- 

допотенциальной ямы sV  в зависимости от q (рис. 8). 

 
 

Заключение 
 

Итак, в работе продемонстрирована универсаль-
ность и эффективность метода псевдопотенциала (ме-
тода механической аналогии) для анализа нелинейных 
колебаний и волн в плазме, показаны возможности но-
вой специальной функции – W-функции Ламберта при 
решении сложных трансцендентных уравнений, ранее 
считавшихся не решаемыми аналитически. 

Это позволило впервые получить точные выраже-
ния для характеристик нелинейных волн в плазме: диа-
пазон чисел Маха для уединенной ионно-звуковой вол-
ны, амплитуды колебаний стоячей ТЕМ-волны в 
плазме со стрикционной нелинейностью, размаха 
асимметричных нелинейных электронных колебаний в 

изотропной плазме. Еще раз подчеркнем, что ценность 
полученных точных решений заключается не в том, что 
теперь можно легко посчитать численные значения 
найденных величин (знание, например, предельной 
величины числа Маха с точностью до 9-го знака после 
запятой (13), разумеется, не требуется для сравнения с 
экспериментом), а в том, что полученные точные и яв-
ные формулы можно использовать в новых теориях. 

Авторы выражают благодарность Кудасову Ю. Б. 
(РФЯЦ–ВНИИЭФ) за полезные обсуждения работы. 
К.-У. Риман (Рурский университет) консультировал 
нас по теории пристеночного слоя, А. А. Рухадзе 
(ИОФ РАН) – по теории уединенных ионно-звуковых 
волн, П. Шрам (Технологический университет Эйндхо-
вена) – нелинейным электронным волнам. Всем им мы 
также выражаем благодарность. 

 
 

Приложени е  
 

Поскольку W-функция Ламберта лишь недавно 
вошла в арсенал специальных функций математической 
физики, приведем для справки ее основные свойства. 
Определим действительную W-функцию Ламберта для 
действительных значений x как решение функциональ-
ного уравнения  

    expW x W x x .                  (32) 

Другими словами, W-функция Ламберта есть функ-
ция, обратная к функции expW x x , что позволяет 

достаточно легко представить внешний вид графика 
функции (рис. 9) и установить ее простейшие свойства. 

 

 

Рис. 9. График действительных ветвей W-функции 
Ламберта 

 
W-функция Ламберта не является ни четной, ни  

нечетной функцией. Она определена в интервале 
[ 1 ; )e  , где принимает значения от – до , причем 

для отрицательных x функция двузначна. Точка А с 
координатами ( 1 ; 1)e   делит график функции на две 

ветви, верхнюю  0W x  и нижнюю  1W x  так, что обе 

ветви в точке А имеют вертикальную касательную. 

sV  
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Верхняя ветвь  0W x , часто называемая основной, 

проходит через начало координат и больше не имеет 
особенностей. Нижняя же отрицательная ветвь  1W x  

имеет точку перегиба B с координатами 2( 2 ; 2)e   и 

вертикальную асимптоту при 0x  .  
Другие целые значения индекса 0, 1k    для функ-

ции  kW k  относятся к комплекснозначным ветвям [35].  

Из определения (32) легко вывести следующие 
простые тождества: 

    
exp

x
W x

W x
 ,     ln lnW x x W x  .    (33) 

Представим теперь правила дифференцирования и 
интегрирования W-функции Ламберта. Ее производную 
легко найти, используя правило дифференцирования 
обратных функций 

 
     

 
  

1

1 exp 1

W x
W x

W x W x x W x
  

 
.     (34) 

Последнее равенство справедливо для 0x  . Однако  
в нуле производная определена в виде предела 

 0
0

lim 1
x

W x


  . 

Найти неопределенный интеграл от W-функции 
Ламберта также можно, воспользовавшись правилом 
интегрирования обратных функций из [36] 

     
 x f x

f x dx xf x g y dy   .               (35) 

Подставляя W-функцию, легко получаем (без по-
стоянной интегрирования)  

     
1

W W 1
W

x dx x x
x

 
   

  
 .            (36) 

Таблица из более сотни интегралов, содержащих 
W-функцию Ламберта, представлена в [22]. 

Приведем также разложение W-функции в ряд 

   2 3 4 5 6 73 8 125 54
W   

2 3 24 5
x x x x x x x O x         

  1

1 !

n
n

n

n
x

n






  .                           (37) 
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УДК 681.324 

 
МЕТОД РАСЧЕТА КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИФФУЗИИ ВОДОРОДА В МЕТАЛЛАХ 

 
И. А. Давыдов, В. Н. Пискунов, С. В. Копкин 

РФЯЦ-ВНИИЭФ 
 

Разработан метод расчета коэффициента диффузии газов в металлах, основан-
ный на совместном использовании молекулярно-динамического и квантово-
химического подходов. Приведены результаты расчетов коэффициента диффузии 
водорода в палладии. 

 
 
 

Введение  
 

Большой интерес к решению задач моделирования 
процесса переноса водорода и его изотопов в металлах 
связан с практическим применением систем металл–во-
дород в атомной энергетике (использование гидридов 
металлов), машиностроении и водородной энергетике. 
Последняя сфера применения особенно актуальна в 
связи с возможностью создания источников энергии, не 
загрязняющих окружающую среду. Важнейшие техни-
ческие направления по использованию систем металл–
водород в данных отраслях следующие: очистка газо-
образного водорода (мембраны из металлов и сплавов, 
например, палладия с высокой проницаемостью); хра-
нение водорода в виде гидридов металлов (сплавы на 
основе титана, циркония и магния, обратимо погло-
щающие большое количество водорода); применение в 
качестве электродов для топливных элементов и т. д. 

На первый взгляд наиболее приемлемым для чис-
ленного моделирования процесса диффузии газов в 
металлах является метод молекулярной динамики 
(ММД), бурно развивающийся в последнее время. Од-
нако в данный момент нет сведений о МД-программах 
подобного рода. Причина в огромном различии между 
реальным временем процесса (часы-дни) и интервалом 
моделирования методом МД (десятки пикосекунд). 

Целью данной работы является разработка метода 
расчета коэффициента диффузии D водорода в метал-
лах, в котором эти трудности обходятся. Дальнейшее 
использование параметра D в стандартных программах 
расчета диффузии позволяет моделировать весь про-
цесс в целом. Разрабатываемый метод, по-видимому, 
применим не только для систем металл–водород, но и 
для определения коэффициентов самодиффузии, диф-
фузии вакансий и примесных атомов в твердом теле. 

Предлагаемый метод расчета коэффициентов диф-
фузии атомов в твердом теле включает в себя МД-рас-
чет тепловых колебаний атомов в диапазоне времен 
~10÷100 пс, квантово-химический расчет энергии акти-

вации, надбарьерной диффузии атомов в кристалличе-
ской решетке и применение формул статистической 
теории твердого тела для окончательного расчета пара-
метра D. В целом предлагаемый метод разбивается на 
следующие этапы: 

1. Расчет потенциалов взаимодействия атомов при 
помощи квантово-химических методов. 

2. Аппроксимация рассчитанных потенциалов из-
вестными типами потенциалов (Морзе, Леннарда-
Джонса и др.). 

3. МД – моделирование колебаний собственных и 
примесных атомов в структуре металла. 

4. Анализ частот колебаний атомов в решетке. 
5. Квантово-химические расчеты энергий актива-

ции перехода атомов в соседние междоузлия или узлы 
решетки dE . 

6. Расчет коэффициентов диффузии при помощи 
формул статистической теории твердого тела [1]. 

Данная процедура реализована в виде численного 
алгоритма и программы, с помощью которой проведе-
ны расчеты с использованием потенциалов различных 
типов. В номинальных расчетах получены следующие 
величины: частота колебаний атомов водорода 

13 16 10 c ; энергия активации надбарьерной диффу-

зии ~0,25 эВ; коэффициент диффузии водорода D 

~8· 10 210 м / с  (при температуре 430 K). Эти значения 

хорошо согласуются с экспериментальными данны- 
ми [2, 3]. 

 
 

1. Расчет потенциалов взаимодействия атомов  
при помощи квантово-химических методов 

 
На первой стадии создания метода расчета был 

проведен анализ возможностей современных программ, 
разработанных другими исследователями. Расчет по-
тенциалов взаимодействия можно проводить при по-
мощи известных программ HyperChem, WinMOPAC, 
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GAMESS. Данные программы позволяют выполнять 
расчеты энергии систем и их равновесной геометрии 
различными полуэмпирическими квантово-химиче-
скими методами. Расчеты двухчастичных потенциалов 
Pd-Pd и Pd-H проведены по программе HyperChem 7.01. 
Результаты расчетов показаны на рис. 1, 2. На рис. 1 
сплошной линией нанесен потенциал взаимодействия 
атомов палладия, построенный по данным библиотеки 
потенциалов Моrsе программы Materials Explorer. Та-
кое сравнение представляется необходимым, поскольку 
при помощи комплекса Materials Explorer нами было 
проведено исследование динамики колебаний собст-
венных и примесных атомов в решетке палладия. На 
рис. 2 показаны результаты расчетов потенциалов 
взаимодействия Pd-H и Pd-He с использованием сило-
вых полей Amber и Opls [4].  

 

 

Рис. 1. Результаты расчетов потенциалов взаимодействия  
Pd-Pd и Pd-H 

 

 

Рис. 2. Результаты расчетов потенциалов взаимодействия  
Pd-H и Pd-He 

 
Результаты расчетов двухчастичных потенциалов 

взаимодействия атомов будут использованы в даль-
нейшем при МД моделировании колебаний атомов в 
решетке палладия. 

 
 

2. Аппроксимация рассчитанных потенциалов стан-
дартными зависимостями 

 
В ММД-расчетах используются различные типы 

потенциалов (Lennard-Jones, Morse, Stillinger-Weber, 

Tersoff и др.), которые условно можно разделить на два 
типа: двухчастичные (парные) и многочастичные по-
тенциалы. При проведении ММД-расчетов колебаний 
атомов в решетке палладия взаимодействие между ато-
мами Pd описывалось при помощи многочастичного 
потенциала LRFS. Потенциал LRFS (Long Range Finnis-
Sinclair) имеет вид [7] 

1
( ) ( )

2i i ij ij
i i j

F r


      . 

Первое слагаемое описывает многочастичное взаимо-
действие 

( )i i i i iF c    ,  ( )i ij
j i

r


    ( )

m

ij
ij

a
r

r

 
    

 
, 

а второе двухчастичное взаимодействие 

( )

m

ij ij
ij

a
r

r

 
    

 
. 

В расчетах использовались параметры потенциала 
LRFS из библиотеки программы Materiels Explorer: 

1 2 4,1790000e-003    эВ, 1 2 1,0852600e+002c c  , 

a = 3,89 Ǻ, радиус обрезания равен 7,78 Ǻ, m = 7 – число 
ближайших соседей. 

Для расчетов частот колебаний водорода и гелия в 
решетке палладия применялись рассчитанные кванто-
во-химическими методами (PM3) двухчастичные по-
тенциалы Pd-H и Pd-He. Для описания взаимодействия  
Pd-H и Pd-He использован двухчастичный потенциал 
Моrsе (m = 2): 

    0 0exp ( ) exp ( )
1

Q
E m r R m m r R

m
       


. 

На рис. 3, 4 представлены результаты аппроксимации 
рассчитанных потенциалов взаимодействия. В табл. 1 
представлены параметры потенциала Моrsе для взаи-
модействия Pd-H и Pd-He, полученные в результате 
расчетов и использованные в дальнейшем. 
 

 

Рис. 3. Аппроксимация рассчитанного потенциала 
взаимодействия Pd-H 
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Рис. 4. Аппроксимация рассчитанного потенциала 
взаимодействия Pd-He 

 

Таблиц а  1  

Рассчитанные параметры потенциалов 

Атомы 
Q, 

ккал/моль  0,R  Å 

Pd-H 38,6058 1,7161 1,7621 

Pd-He 0,5731 1,7560 2,8750 
 
 

3. МД-моделирование колебаний собственных 
и примесных атомов в структуре металла 

 

Молекулярно-динамическое моделирование про-
водилось для идеального кристалла палладия (fcc, a = 
= 3,8902Å). В тестовых расчетах использовалась счетная 

ячейка, состоящая из 3×3×3 элементарных яче-
ек.Атом примеси помещался в центр ячейки. Давление 

во всех расчетах задано равным 51 10  Па. Шаг модели-

рования составлял  = 151 10  с. Тестовые расчеты 
проводились на интервале времени 10 пс. Производи-
лись также расчеты на большем интервале времени 
(100 пс). Проведено несколько МД-расчетов при тем-
пературах 300, 400, 700 и 1000 К, чтобы убедиться в 
слабой зависимости спектра частот тепловых колеба-
ний от температуры. Изменение термодинамических 
параметров в ячейке при температуре 300 К в процессе 
моделирования проиллюстрировано на рис. 5. 

 
 

4. Анализ частот колебаний атомов в решетке 
 

Для определения спектра частот колебаний атомов 
в процессе расчета фиксируется зависимость координат 
выбранного атома от времени. Для этого написана под-
программа, трансформирующая формат выдачи, ис-
пользуемый в МД программе Materials Explorer, в фор-
мат, удобный для дальнейшей обработки результатов. 
Численно дифференцируя зависимость модуля радиус-
вектора выбранного атома от времени, и используя  
прямое преобразование Фурье функции R(t)/t, вы-
числяем спектр частот колебания атома примеси в ре-
шетке. Результаты расчетов представлены на рис. 6. 

Анализ полученных спектров позволяет выде-
лить характерные частоты колебаний атома примеси 
в междоузлии решетки металла. Для водорода, нахо-
дящегося в решетке палладия,  характерные  частоты  

 

Рис. 5. Изменение объема, давления и температуры ячейки (V [Å], P [ГПa], T [K]) 
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Рис. 6. Спектр частот колебаний водорода (а) и гелия (б) в междоузлии палладия при температуре 400 К 
 

0  колебаний, которые можно найти из спектра по 

максимальной амплитуде, равны 12 139 10 или 5 10   Гц, 

т. е. имеются две характерные частоты, которые, по–
видимому, соответствуют различным направлениям 
колебаний (поверхности равной потенциальной энер-
гии для fcc кристалла палладия не являются сферами). 

Для гелия 0  132 10  Гц, что соответствует одному 

максимуму по амплитуде. Два других локальных мак-
симума слабо выражены и имеют малую амплитуду. 
Ими можно пренебречь.  

Частоту колебаний можно найти другим способом, 
вычислив количество изменений знака производной 
радиус-вектора и разделив это число на общее время. В 
результате получится некоторая средняя частота 

0   , которую также можно использовать в даль-

нейших расчетах. 

5. Квантово-химические расчеты энергий акти-
вации диффузии 

 

Расчет проводился для атомов гелия и водорода, 
находящихся в трех различных междоузлиях палладия 
(см. рис. 7): в центре тетраэдра, образованного атомами 
палладия; в центре грани тетраэдра; между двумя ато-
мами палладия (середина ребра тетраэдра). 

Имеющаяся в распоряжении авторов программа 
HyperChem позволяет проводить полуэмпирические 
квантово-химические расчеты для систем Pd-H и Pd-He 
следующими методами [4]: методом ZINDO/1; методом 
PM3 (только для Pd-H); молекулярно механическим 
методом MM+. Результаты расчетов потенциальной 
энергии рассматриваемых атомных конфигураций пред-
ставлены в табл. 2, 3. В табл. 3 представлены резуль- 
таты расчетов энергии активации при переходе атомов 

 

Рис. 7. Положения атомов примеси в междоузлиях решетки палладия

Частота колебаний, Гц Частота колебаний, Гц 

А
м
пл
ит
уд
а 

А
м
пл
ит
уд
а 

а б 

в



 

 16

водорода и гелия из центра тетраэдра, образованного 
атомами палладия (положение (а)), в центр грани и 
центр ребра тетраэдра (положения (б) и (в)) соответст-
венно. На рис. 8 показано изменение потенциальной 
энергии системы при перемещении атома водорода 
вдоль прямой, проходящей через атом палладия (вер-
шина тетраэдра), центр тетраэдра и центр грани тетра-
эдра. Зависимость, представленная на рис. 8, получена 
полуэмпирическим квантово-химическим методом PM3. 

Таким образом, результаты расчетов показали, что 
наименьшую энергию активации имеет переход атомов из 
центра тетраэдра в направлении центра грани тетраэдра. 

 

Таблиц а  2  

Потенциальная энергия атомов водорода и гелия  
в различных междоузлиях палладия (ккал/моль) 

Расчет методом ZINDO/1  
Атом а б в 

H –375,55 –357,01 –280,45 

He –914,94 –906,44 –847,4 

 Расчет методом PM3 

H –104,5 -87,1 –22,1 

 Расчет методом MM+ 

H 6,57 12,61 36,7 

He 3,11 6,62 20,6 

 
Таблиц а  3  

Результаты расчета энергии активации 

dE  /, ккал/моль dE  /, эВ 

б в б в Атом 

ZINDO/1 

H 18,54 95,1 0,81 4,14 

He 8,5 67,54 0,37 2,94 

 PM3 

H 17,4 82,4 0,76 3,59 

 MM+ 

H 6,04 30,13 0,26 1,31 

He 3,51 17,49 0,15 0,76 

 

 

Рис. 8. Изменение потенциальной энергии системы  
при перемещении атома водорода 

Значения энергии активации перехода в данном на-
правлении будут использованы при дальнейших расче-
тах в качестве энергии активации диффузии.  

 
 

6. Расчет коэффициентов диффузии  
при помощи соотношений статистической тео-

рии твердого тела 
 

Перенос водорода в объеме и на поверхности ме-
талла выше рассматривался в приближении классиче-
ской механики. В связи с малой массой атома водорода 
могут оказаться важными квантовые поправки. Кратко 
рассмотрим соотношения, описывающие частоты пере-
хода между двумя соседними потенциальными ямами, 
характерные для обоих подходов.  

В монографии [1] подробно представлен вывод за-
висимости коэффициентов диффузии примесных ато-
мов в твердом теле. Одной из основных величин явля-
ется частота перескоков атомов примеси по междоуз-
лиям . Зная величину , можно перейти к вычислению 
коэффициента диффузии D. Для этого используется 
известное соотношение, связывающее коэффициент 
диффузии со среднеквадратичным смещением атома: 

2( ) (0)1

6i

r t r
D

t


 . Для кристалла это соотношение 

имеет вид: 2
0

1

6
D r  , где 0r –  расстояние между двумя 

соседними междоузлиями.  
В классическом приближении для частоты пере-

скоков примеси по междоузлиям справедливо соотно-
шение [1] 

0 exp[ / ]d d BE k T    ,                      (1) 

где dE  – энергия, необходимая для преодоления по-

тенциального барьера, отделяющего первоначальную и 
конечную конфигурации; 0v  – частота тепловых коле-

баний атома примеси (или водорода) вблизи минимума 
потенциальной энергии. Для D справедлива следующая 
окончательная зависимость [1]: 

2 2
0 0 0

1 1
exp[ / ]

6 6d d BD r r E k T       

0 exp[ / ]d BD E k T  .                          (2) 

Когда перенос контролируется квантово-
механическим туннельным переходом, частота пере-
скоков может быть описана сходным выражением [5,6] 

1/ 2
2
0

1
exp[ / ]

4c c B
c B

J E k T
E k T

 
   

 
.        (3) 

Здесь cE  – энергия, требуемая для установления 

так называемой совпадающей конфигурации, при кото-
рой водород делокализован над соседними потенци-
альными ямами; 0J  – матричный элемент туннельного 

перехода. Выражение (3) справедливо только в опреде-

E
, э
В

 

R, Å
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ленном температурном интервале  u hT T T   (см. рис. 

9). Нижняя граница области применимости определяет-
ся возможностью классического описания колебаний 
атомов решетки ( / 2)u DT T , где DT  – температура 

Дебая. Верхняя граница Th определяется из условия 
совпадения частоты туннельного перехода (3) с класси-
ческой частотой перескоков (1) ( )d cv v . При боль-

ших частотах преобладает классический механизм.  
 

 
 
 

Рис. 9. Температурная зависимость частоты перескоков 
(классическое «1» и квантовое «2» приближение) 

 

В общем случае, поскольку рассматриваемые ме-
ханизмы перехода представляют собой пути одного 
процесса, суммарную частоту переходов можно опре-
делить как сумму частот переходов, осуществляющих-
ся по классическому и квантовому механиз-
му: d c     . Для палладия значение DT  составляет 

271 К. Чтобы определить верхнюю границу примени-
мости соотношения (3), необходимо рассчитать пара-
метры cE  и 0J  для диффузии изотопов водорода в 

палладии. В настоящее время такие расчеты проводят-
ся. Нам известны результаты подобных расчетов для 
следующих систем: H/Nb, D/Nb, H/Ta, D/Ta [6]. 

Далее приведены результаты расчетов коэффици-
ентов диффузии водорода в палладии в классическом 
приближении (2) для температур Т  400 К (предпола-
гается, что неравенство d cv v  заведомо выполняется). 

В табл. 4 представлены вычисленные в разделе 4 значе-
ния частот колебаний атомов водорода и гелия в ре-
шетке палладия и расчетные значения предэкспоненци-
ального коэффициента 0D . Расчетные значения энер-

гий активации диффузии dE  были приведены в табл. 3.  
 

Таблиц а  4  

Значения частот   и параметра 0D , используемые 

в расчетах коэффициента диффузии 

Атом 
0 , Гц 

Фурье 
анализ 

< 0 >, Гц 

Средняя 
частота 

0r , Å 
0D , 

2м

с
 < 0D  >,

2м

с

H 
9· 1210  

5,12· 1310  
5,5· 1310  2,7 

1,09· 710  

6,22· 710  
6,68· 710  

He 2· 1310  4,5· 1310  2,7 2,43· 710  5,46· 710  

Проведем сравнение известных эксперименталь-
ных зависимостей  коэффициента диффузии водорода 
от температуры [3] и зависимости, вычисленной при 
помощи соотношения (2). Расчетная и эксперимен-
тальная зависимости коэффициента диффузии водо-
рода показаны на рис. 10. Для расчета использованы 

следующие параметры: 3 2
0 6,68 10 см / с,D    dE  =  

= 25,37 кДж/моль (0,26 эВ). 
 

 
 

Рис. 10. Сравнение расчетной и экспериментальной  
зависимости от температуры коэффициента  диффузии 
водорода в палладии (сплошная линия – экспериментальные 

данные [4]) 
 

Таблиц а  5  

Экспериментальные и расчетные параметры  
диффузии водорода 

Вид иссле-
дований 

0D ,  

2см / с  

dE ,  

кДж/моль 

D(430 K),  
2см / с  

D(530 K), 
2см / с  

Экспери-
мент [4] 5,6· 310  23,24 8,5· 610  2,9· 510  

Расчет  6,7· 310  25,37 5,5· 610  2,1· 510  

 
В табл. 5 представлены результаты сравнения па-

раметров диффузии водорода в палладии, полученные 
на основании экспериментальных данных и в результа-
те расчетов. Видно, что результаты расчетов хорошо 
сопоставимы с экспериментальными данными.  

 
 

Заключение 
 

Предложен метод расчета коэффициентов диффу-
зии D атомов в твердом теле, включающий в себя мо-
лекулярно-динамические расчеты тепловых колебаний 
атомов в диапазоне времен ~ 10÷100 пс, квантово-
хими-ческие расчеты энергии активации для надбарь-
ерной диффузии атомов в кристаллической решетке и 
применение закономерностей статистической теории 
твердого тела для окончательного расчета D.  

При помощи разработанного метода проведены 
оценочные расчеты частот колебаний атомов водорода 
в решетке палладия при высоких температурах и с ис-
пользованием потенциалов различных типов. Получен-
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hT
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ные в результате расчетов значения коэффициентов 
диффузии согласуются по порядку величины с экспе-
риментальными данными. Учет квантово-механиче-
ского туннельного эффекта возможен при использова-
нии соотношения (3) для определения частоты перехо-
дов атомов водорода между двумя соседними потенци-
альными ямами.  

В дальнейшем, на наш взгляд, представляет инте-
рес развитие метода применительно к расчетам коэф-
фициентов диффузии для сложных систем, особенно 
для аморфных сплавов и нанокристаллических ве-
ществ, а также создание специальной программы на 
основе рассмотренного метода. 
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УДК 539.1.01 

 
О ВОЗМОЖНОСТИ ОБЪЯСНЕНИЯ «THE PIONEER ANOMALY» В РАМКАХ  

КОНФОРМНОЙ ГЕОМЕТРОДИНАМИКИ 
 

М. В. Горбатенко 
РФЯЦ-ВНИИЭФ 

 
Методом Эйнштейна-Инфельда-Гоффмана решается задача о движении двух 

тел, когда уравнения общей теории относительности имеют обобщенный вид – они 
приведены к виду, инвариантному относительно конформных преобразований. До-
казано, что в определенной пространственно-временной области на движение тел 
могут оказывать влияние не только метрические степени свободы, но и производ-
ные от вектора A , появляющегося в обобщенных уравнениях. Этим влиянием 

может быть объяснено зафиксированное недавно аномальное ускорение космиче-
ских аппаратов «Pioneer-10», «Pioneer-11». Воздействие вектора A  на движение 

тел интерпретируется как следствие наличия у геометродинамической сплошной 
среды вязкости. 

 
 
 

Введение  
 

Анализ траекторий движения космических аппаратов (КА) «Pioneer-10», «Pioneer-11», проведенный в работах 
[1, 2], показал, что эти аппараты в диапазоне расстояний  

    1530 100 0,45 1,5 10 cмR AU                                                             (1) 

подвержены действию аномальной компоненты ускорения, которая в литературе стала обозначаться Pa . По вели-

чине ускорение Pa равно  

  8 28,74 1,33 10 см / сPa     .                                                             (2) 

Знак минус указывает на то, что ускорение Pa  имеет направление, близкое к направлению в сторону Солнца. 

С точки зрения последующего обсуждения вопроса об  ускорении Pa  представляется целесообразным сделать 

две оценки. Во-первых, сравнить величину (2) с ускорением Na , получаемым КА от Солнца в ньютоновском при-

ближении. Приняв массу Солнца, равной 332 10 гM   , гравитационную постоянную 8 3 26,67 10 см / г сG    , 

получим для расстояния 50R AU  147,5 10 см  

  8 3 2 33

2 29 2

6,67 10 см / г с 2 10 г

5,625 10 см
N

GM
a

R

  
  


 

4 22,37 10 см / с  .                                                                             (3) 

Во-вторых, для системы Солнце+КА найти параметр малости λ, который по порядку величины равен отноше-
нию характерной скорости аппарата относительно Солнца к скорости света. Для использованного выше значения 
R получаем 

  
 

8 3 2 33
5

2 210 15

6,67 10 см / г с 2 10 г
~ 10 .

3 10 см / с 1,5 10 см

GM

c R




  
  

  
                                               (4) 
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Результаты приведенных оценок показывают, что величина Pa  не предсказывается общей теорией относи-

тельности (ОТО) ни в ньютоновском, ни в пост-ньютоновском (ПН) приближениях. В самом деле, поправки к ус-
корению, получаемые по методу Эйнштейна-Инфельда-Гоффмана (ЭИГ), отличаются от ускорений Na  на вели-

чину 2~  , а отношение | / |P Na a  близко к величине 1 . Поправки к ускорению в ПН приближении спадают с 

расстоянием, а величина Pa  не зависит от расстояния. 

С точки зрения объяснения природы происхождения величины Pa , по нашему мнению, существенным явля-

ется тот факт, что произведение Hc , где H  – постоянная Хаббла, равно числу 

8 26,9 10 см / сHc   ,                                                                             (5) 

которое по порядку величины близко к Pa  (принято, что 182,3 10 1/ сH   ), т. е. 

Pa Hc  .                                                                                        (6) 

Близость значений Pa  и Hc  была отмечена как в работе [1], так и во многих других работах. В связи с этим мно-

гими высказывалась гипотеза о том, что дополнительное ускорение Pa  своим происхождением обязано космоло-

гическому разлету Вселенной. Однако приемлемой теоретической конструкции, реализующей эту гипотезу, пред-
ложено не было. 

В данной работе делается попытка рассмотреть движение тел в системах типа Солнце+КА в рамках так назы-
ваемой конформной геометродинамики (КГД). КГД представляет собой теоретическую схему, основанную на 
уравнениях, являющихся минимальным конформно-инвариантным обобщением уравнений Эйнштейна для пусто-
го пространства. Уравнения КГД получены в [3] (без  -члена) и в [4] (с  -членом). Они имеют вид 

2
; ; ;

1
2 2

2
R g R A A g A g A A A g

                   .                                   (7) 

Здесь ,A   – векторное и скалярное поля, которые в рамках КГД являются неотъемлемыми атрибутами динамики 

риманова многообразия. Уравнения (7) сохраняют свой вид при преобразованиях 
2 2

;, ,g g e A A e  
          ,                                                  (8) 

где σ – произвольная скалярная функция координат. Эти преобразования относятся к категории тех, которые осу-
ществляют конформное отображение римановых пространств и называются конформными (см., например, [5]). 

Для нахождения решений уравнений (7) необходимо фиксировать координатные условия и калибровку. В ка-
честве координатных условий будут использоваться известные условия де Дондера, обобщенные таким образом, 
чтобы они приобрели вид, инвариантный относительно преобразований (8). Условия де Дондера в конформно ин-
вариантной форме имеют вид 

   
,

2 0
g g

g g A g g
g g

  



   

 
.                                                (9) 

В качестве калибровочного условия в данной работе используется условие 

0 сonst    .                                                                               (10) 

При выполнении соотношения (10) вектор A  автоматически удовлетворяет условию Лоренца 

; 0A   .                                                                                     (11) 

Рассмотрение динамики движения тел в системе типа Солнце+КА позволяет, как будет показано в данной ра-
боте, конструктивным образом реализовать гипотезу о том, что дополнительное ускорение Pa  естественным обра-

зом вытекает из уравнений КГД. 
 
 

Уравнения и условия в используемой схеме ЭИГ 
 

Будем решать задачу о нахождении уравнений поступательного движения двух точечных тел в низших поряд-
ках приближения по параметру ~ /v c , где v – характерная скорость относительного движения тел. Решать будем 
методом (ЭИГ) в форме, представленной в работах [8, 9]. При сопоставлении конкретных выражений данной ра-
боты с аналогичными выражениями в работах [8, 9] следует иметь в виду, что в данной работе используется сигна-

тура      , а в качестве координатного условия используется условие де Дондера в форме (9); остальные обо-

значения совпадают с теми, которые используются в работах [8, 9].  
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Будем предполагать, что величина   вообще не оказывает влияния в наших приближениях на движение тел, и 
ее можно исключить из последующего рассмотрения1.  

В методе ЭИГ расстановка порядков малости величин  , A , где 

 1

2
h h

        ,   h g    , 

 diag 1,1,1,1    – метрический тензор плоского фонового пространства, зависит от параметров тел (масс, ско-

ростей) и расстояний между ними. Применительно к системе Солнце+КА на расстояниях (1) в данном рассмотре-
нии принимается следующая расстановка порядков малости: 

00 00 00 00
2 4 5

0 0 0 0
3 4 5

4 5 6

0 0 0
3 4

4 5

...,

...,

... ,

...,

... .

k k k k

mn mn mn mn

k k k

A A A

A A A

   

   

   

   

   

    


   


   

                                                                     (12) 

Указанная расстановка порядков малости исключает, как будет следовать из последующего, влияние поля A  на 

движение КА в ньютоновском приближении.  
Уравнения (7) приводят к следующим уравнениям для величин   (выписываются только те уравнения, ко-

торые используются в последующем): 

2
00

2

1
00; 0.

2

           
                                                             (13) 

3
0 00, 0 0 ,

3 2 31 ,

1 1
0 ; 0;

2 2k s s
k

k
                    

                                            (14) 

4

0 , 0 , 0 , 0 ,
3 4 3 4 41 1

00, 0 0 0 , 0 , 00 00,
2 3 4 2 21 1 1

00, 00, 00 00 00, 00,
2 2 2 2 2 2

;

1

2

1
2

4

1 1 3
0.

8 8 16

m n ms sn n m ns sm mn

mn s s pq pq mn

m n mn mn s s

mn     
                        
               

                
  

                                         (15) 

4
0 00, 0 0 , 0,

44 3 41 ,

1 1
0 ; ;

2 2k s s k
k

k A
                    

                                       (16) 

4
00 , 00, 00, 00 00

4 4 2 2 2 2

1 1 3 3
00; 0;

2 2 16 8pq pq s s
                    

                             (17) 

5

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ,
4 5 4 5 5 4 51 1 1

, , 0,0 ,
5 5 4 5

;

1
2

2

2

m n ms sn n m ns sm mn mn s s pq pq

m n n m mn l l

mn

A A A A

     
                                 

        
        

                    (18) 

                                                           
1 По этой причине в последующем не возникнет опасности перепутать функцию λ(x) с параметром малости λ. 
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Координатные условия (9) имеют вид (в квадратных скобках . .C C  Coordinate Condition): 

3
0 , 00, 0 0

33 2 1
. .;0; 2 ;l lC C A                                                                (19) 

4
, 0 , 0 00 00,

4 3 2 21

1
. .; ; ;

4kl l k kC C k                                                           (20) 

4
0 , 0

44
. .;0; 2 ;l lC C A                                                                (21) 

5
0 , 00, 0 0 00, 00 00,0 00 0 , 0

55 4 3 2 2 2 2 31

1 1 1
. .;0; 2 ;

2 4 2l l p p s sC C A                                          (22) 

5
0 , 0 ,

54 51
. .; ; 2 0.k kl l kC C k A                                                               (23) 

Для последующего рассмотрения из всех условий (11) достаточно лишь калибровочных условий низших при-
ближений (в квадратных скобках . .G C  Gauge Condition): 

4
,

4
. .; 0;l lG C A                                                                        (24) 

5
0,0 ,

4 5
. .; 0.l lG C A A                                                                    (25) 

Из уравнений (7) следует, что функции 0 0
3 4 4 5

, , ,k kA A A A  должны удовлетворять следующим уравнениям: 

3
0

3
0; 0;A                                                                      (26) 

4
0

4
0; 0;A                                                                     (27) 

4

4
; 0;kk A                                                                     (28) 

5

5
; 0.kk A                                                                     (29) 

Таким образом, функции 0 0
3 4 4 5

, , ,k kA A A A  должны быть гармоническими. 

 
 

Центрально-симметричное статическое решение уравнений КГД 
 

Центрально-симметричное статическое (ЦСС) решение уравнений КГД приведено в нескольких работах в 
различных формах (см. [6, 7]). Здесь ЦСС решение будет представлено в виде, удобном для сравнения с решением 
Шварцшильда. 

В ЦСС задаче квадрат интервала имеет вид 

 2 2 2 2 2 2exp( ) exp( ) exp( ) sinds dt dz d d           . 

Калибровочный вектор может иметь в этом случае только две отличные от нуля и зависящие от радиальной коор-
динаты компоненты 

( , ,0,0)A f   . 

Воспользовавшись калибровочным преобразованием с функцией ( )z   , зависящей от радиальной пере-

менной, обращаем величину 1A f  в нуль. Затем делаем замену радиальной координаты таким образом, чтобы 

выполнялось условие 00 11 1g g   . В результате такого преобразования 1A -компонента поля A  не появляется. 

После указанных двух преобразований без ограничения общности метрика может быть записана в виде 

 2 2 2 2 2 2exp( ) exp( ) exp( ) sinds dt dz d d           , 

а вектор A  – в виде 

( ,0,0,0)A   . 
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Для четырех функций , , ,     получаются четыре уравнения.  

Уравнение  0 0
0 0G T   

2 23 1
4 2

exp( ) '' ( ') ' ' exp( ) 3exp( )                . 

Уравнение  1 1
1 1G T   

2 21 1
4 2

exp( ) ( ') ' ' exp( ) exp( )              . 

Уравнение  2 2
2 2G T   

2 2 21 1 1 1 1
2 4 2 2 2

exp( ) '' ( ') '' ( ') ' ' exp( )                  . 

Уравнение  1 1
0 0G T   

0 ' '     . 

Оказывается, существуют три типа решений. Для нас представляет интерес тот тип, который содержит в каче-
стве частного случая решение Шварцшильда. Приведем этот тип решения, опустив саму процедуру его нахождения 

 

0

2
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 02
0 0

2
0 0

exp( );

exp( ) sh ( );

1
exp( ) cth( ) 1 cth( );

( ) .

p

A p z a

B p z p z a b p p z a
p A

z B p

   


   

       

  

                              (30) 

Величины, помеченные нулем, являются константами интегрирования. 
Решение типа (30) при подходящем выборе констант может в определенном диапазоне радиальной перемен-

ной сколь-угодно близко аппроксимировать решение Шварцшильда. Для получения аппроксимации необходимо в 
(30) положить 

2
0 0 0 00, 0, 1B a A p   .                                                                          (31) 

Тогда для e  получим: 

 0 0 01 cthe b p p z    .                                                                             (32) 

Запишем ЦСС решение, введя обозначения 0 0b r  , 0 1/p L  

01 cth
r z

e
L L

     
 

;    2 2sh ;
z

e L
L

    
 

                                                              (33) 

01
1 cth

r z

L L L

         
.                                                                             (34) 

Выражения (33), (34) в области радиальной переменной 

   0 / / 1r L z L                                                                              (35) 

принимают следующий вид: 

01
r

e
z

   ;      2e z  ;                                                                         (36) 

01
1

r

L z
     

.                                                                                  (37) 

Выражения (36) совпадают с соответствующими выражениями в решении Шварцшильда. При этом 0r  имеет 

смысл гравитационного радиуса. Что касается (37), то аналог этого выражения в решении Шварцшильда отсутст-
вует. В выражениях (36), (37) существенными представляются два обстоятельства. Во-первых, то, что в области 
радиальной переменной (35) решение уравнений КГД требует для своего описания не только размерной константы 

0r , но и еще одной размерной константы L. Во-вторых, в указанной области радиальной переменной главным чле-

ном в разложении функции   является константа 1/ L .  
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Нахождение функций  , A  методом ЭИГ 
 

Нам удобно сначала найти уравнения поступательного движения двух частиц в предположении, что массы 
частиц сопоставимы по величине. То есть получить результаты, аналогичные полученным в [8, 9], но не для урав-
нений ОТО, а для уравнений (7). Затем из найденных уравнений движения нетрудно будет получить и уравнения 
движения для системы, в которой одна из частиц является пробной. 

Общий подход к решению нашей задачи состоит в том, что компоненты   мы представим в виде 

       . Здесь   – выражения, которые получаются в рамках ОТО для двух точечных частиц с масса-

ми M, m без учета дополнительных членов от A . С другой стороны,   является добавкой, целиком опреде-

ляемой величиной A . 

Структура всех величин  , A  практически предопределяется в рассматриваемой схеме выражениями для 

величин 00  и 0A  в низших порядках малости. В нашем случае выражения для 00
2
 , 00

3
  должны совпадать с вы-

ражениями 

00
2 1 2

4 4
M m

r r
   ;        00

3
0  ,                                                               (38) 

т. е. с теми выражениями, которые в случае ОТО приводят к известным уравнениям поступательного движения в 
ПН приближении.  

Что касается величины 0A , то определенные соображения по ее выбору следуют из приближенных выраже-

ний (36), (37) для точного ЦСС решения уравнений КГД. Ясно, что разложение 0A  должно начинаться с констан-

ты 1/ L , где L – размерный параметр, с помощью которого определяется асимптотика 0A  на больших расстояниях. 

При рассмотрении многочастичных задач разложение точного одночастичного решения не позволяет выявить на-
личие членов, содержащих скорости частиц. Появление членов такого типа нельзя исключить и в выражении для 

0A , если рассматривается система с числом частиц, не менее двух. Заметим, что аналогичная ситуация возникает, 

например, при попытке найти решение Керра методом ЭИГ [9] или при попытке получить силу радиационного 
трения в уравнении Дирака-Лоренца этим методом [10].  

Исходя из изложенных соображений, запишем выражение для 0A , которое можно было бы составить из вели-

чин, имеющихся в задаче. Искомое выражение: 
– должно начинаться с константы 1/ L ; 

– в следующем порядке малости может содержать скорости частиц ,k k   ; 

– должно представлять собой, согласно выражениям (26), (27), гармоническую функцию; 
– если содержит часть, зависящую от координат, то эта часть должна быть спадающей при удалении от системы; 
– должно быть симметричным относительно замены параметров одной частицы на параметры другой.  
Оказывается, все эти требования удовлетворяются, если  представить 0A  в виде 

   2

0 0 0 3 33 4 1 2

( )1

( )

l l l l lX xR
A A A

L m M L r r

           
   

 
                                              (39) 

и предположить, что величина /R L  имеет третий порядок малости. Здесь   – постоянный числовой множитель, 
/( )mM m M    – приведенная масса системы двух частиц. В данном рассмотрении предполагается, что множи-

тель /( )m M   приблизительно равен единице. Необходимость введения   в конструкцию 0A  обусловлена при-

сущей методу ЭИГ неоднозначностью при построении с его помощью аппроксимаций точного решения (подроб-
нее см. [9, 10]). Соображения по выбору значения константы   будут приведены позднее.  

Величину kA  находим из условий калибровки (24), (25). Из уравнения (28) и условия (24) следует, что 

4
0kA  . Запишем выражение для kA  в окрестности только первой частицы; при этом воспользуемся уравнением 

движения частицы в ньютоновском приближении 

   
 

2

34 5 1 1 1

2 1 2
( )

l l kl l kk
k k k

R XR RmR
A A A

m M L Rr r r

               

 
 .                             (40) 

Здесь и далее член с двумя стрелками  1 2  означает выражение, получаемое из написанного заменой па-

раметров одной частицы на параметры другой. 
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Подстановка выражения (39) для 0A  в уравнения (14), (16) с учетом (19), (21) позволяет найти выражение для 

0k  в следующем виде: 

 
2

0 0 0
3 4 1

2
1 2

3 ( )
k k

k k k
X R

L m M L r


        




 .                                          (41) 

Найденных выражений (39), (40), (41) достаточно для того, чтобы установить вид поправки к ньютоновскому 
уравнению движения частиц. Эти поправки получаются путем интегрирования уравнения (18) по сферам беско-
нечно малого радиуса, окружающим точечные частицы. Получим поправку к уравнениям движения для первой 
частицы. 

Запишем уравнение (18), перенеся все члены в левую часть 

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ,
4 5 4 5 5 4 51 1 1

, , 0,0 ,
5 5 4 5

1
2

2

2 0.

m n ms sn n m ns sm mn mn s s pq pq

m n n m mn l lA A A A

                              
       

         

                        (42) 

При интегрировании этого уравнения совокупный вклад от членов, содержащих вторые производные от ком-
понент 

5
mn , равен нулю, поскольку они образуют роторные комбинации. По той же причине равен нулю вклад 

от следующей комбинации: 

0 , 0 0 , 0
4 41 1

1
.

2 mn s s n m
        
   

 

Вклад от  

0,0 ,
4 5

2 mn l lA A     
 

 

равен нулю в силу калибровочного условия. В результате для нахождения поправки к уравнению движения необ-
ходимо вычислить вклад от следующих членов: 

0 , 0 0 , 0 , ,
5 54 41 1

1 1

2 2m n mn s s m n n mA A       . 

Причем эта поправка войдет в уравнение движения  

3
2 k k k

mM
M R

R
                                                                            (43) 

в виде добавки k , равной  

0 , 0 0 , 0 , ,
5 54 41 1

1 1 1

4 2 2k k n kn s s k n n k nA A ds
 

         
  
 .                                        (44) 

Вклады отдельных слагаемых в поверхностный интеграл (44) равны: 

 0 , 0
4 1

1 1
2

4 2 2( )
k

k n n l l k
mR

ds R R
m M L R

                
  ;                                      (45) 

   0 , 0 0,0
44 1

1 1 1 2
;

4 2 4 2( ) 3 3
k

kn s s n kn n l l k
mR

ds A ds R R
m M L R

                    
                      (46) 

     , ,
5 5

1 4 8 4 8
.

4 3 3 ( ) 3 3
k k

k n n k n l l k l l k
R mRM M

A A ds R R R R
L R mL m M L R

                                 (47) 

Подстановка выражений (45–47) в (44) дает 

 2
( ) ( )

k
k l l k

mR
R R

m M L R m M L

 
     

 
 .                                            (48) 

В результате из (43), (44), (48) получаем следующую поправку к ускорению k : 

 
2( ) ( )

k
k l l k

Rm
R R

m M M LR m M ML

 
     

 
  .                                        (49) 
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В терминах производных по обычному времени и масс в обычных единицах измерения уравнение (49) запи-
сывается в виде 

2 2 2

2 2( ) ( )
k k l k

l
d c R dR dm c

R
m M M LR m M MLG dt dtdt

            
.                                  (50) 

Предположим, что константа L имеет космологическое происхождение и связана с постоянной Хаббла H со-
отношением 

/L c H .                                                                                     (51) 
Подставив (51) в (50), получим 

2

2 2( ) ( )
k k l k

l
d R dR dm

cH cH R
m M M R m M MG dt dtdt

          
.                                    (52) 

Выражение (52) и является поправкой к ньютоновскому выражению для ускорения, которая следует из урав-
нений КГД при тех предположениях, которые оговорены  в начале раздела.  

 
 

Уравнения движения КА «Pioneer-10, 11» 
 

Запишем уравнения (52) в частном случае, когда масса первой частицы намного меньше массы второй части-
цы, т. е. когда первую частицу можно рассматривать как пробную. В этом случае 

2

2 2
k k l k

l
d R d d

cH cH R
R mG dt dtdt

        
 

.                                                     (53) 

Интересно заметить, что первое слагаемое в правой части (53) вообще не зависит ни от масс тел, ни от рас-
стояния между ними.  

Из (53) следует, что при движении пробной частицы по окружности поправка от второго слагаемого в правой 
части (53) равна нулю, поправка к ньютоновскому выражению для ускорения определяется первым слагаемым 

2

2 2
k kd R

cH
Rdt

 
 .                                                                          (54) 

Рассмотрим движение пробной частицы по радиусу. Будем опускать индекс “1” при написании радиальных 
значений векторов. В этом случае для радиальной компоненты ускорения из (53) получаем 

2

2 2

d d d
cH cHR

mG dt dtdt

        
 

.                                                             (55) 

Квадрат радиальной скорости запишем, воспользовавшись законом сохранения энергии, т. е. как 

02 2Ed d Gm

dt dt M R

     
 

. 

Получаем 
2

0 0
2

2 22 3
.

2 2

E REd Gm
cH cHR cH cH

mG M R mMGdt

          
 

                                (56) 

Рассматриваем КА как пробные частицы. Полная энергия 0E  КА, покидающего пределы системы с мини-

мальной кинетической энергией, близка к нулю. Положив в выражении (56) 0 0E  , получим 

2

2

3

2

d
cH

dt


  .                                                                          (57) 

Для согласования формулы (57) с формулой (6) необходимо предположить, что коэффициент   близок к единице. 
Точнее: 

2

2

2

2

2
если , то ;

3

3
если 1, то

2

d
cH

dt

d
cH

dt


    




     

.                                                        (58) 

Мы приходим к заключению о том, что подбором одного постоянного множителя КГД позволяет описать на-
блюдаемую аномальную компоненту ускорения КА «Pioneer-10, 11». Имеющиеся экспериментальные данные по 
КА «Pioneer-10, 11» могут быть описаны формулой (57) со значением   в диапазоне  от 2 / 3   до 1  . 
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Заключение 
 

При удалении КА от Солнца по радиусу из формул (57), (58) следует, что  
1) дополнительное ускорение направлено противоположно направлению движения КА и постоянно по модулю; 
2) до тех пор, пока КА можно рассматривать как пробное тело, ускорение не зависит от характеристик КА и 

носит универсальный характер.  
Следует подчеркнуть, что все рассмотрение справедливо только в том случае, если выполнены сделанные в 

начале предположения. Перечислим их в явном виде. 
Во-первых, динамика пространства-времени описывается обобщенными уравнениями ОТО – уравнениями 

конформной геометродинамики (7).  
Во-вторых, главный член в разложении 0A  представляет собой в рассматриваемой области пространства-

времени константу, а следующий член – величину 4-го порядка малости. Это нетривиальные предположения, по-
скольку в конструкцию величины 0A  вводится таким образом величина космологического происхождения 

/L c H , с помощью которой определяются асимптотические выражения для компонент вектора A , удовлетво-

ряющих уравнениям (7). В ОТО отсутствует вектор A  и поэтому ввести в ней величину L естественным образом 

не представляется возможным.  
В областях пространства-времени, в которых не выполняются приведенные два предположения, выражение 

(39) для 0A  может, во-первых, иметь более высокий порядок малости, во-вторых, в конструкции 0A  главными 

могут стать члены другого типа (например, полюсные). 
Полученное выражение (53) для дополнительного ускорения пробного тела  допускает прямую эксперимен-

тальную проверку. Так, оно предсказывает: 
– универсальный характер дополнительного ускорения для всех тел, движущихся по круговой орбите (остает-

ся только первое слагаемое в правой части (53)); 
– возможность изменения направления ускорения при движении по радиусу (при удалении – по направлению 

к Солнцу, при приближении – по направлению от Солнца). 
В заключение заметим, что в уравнениях (52), (53) дополнительное ускорение обязано своим появлением либо 

членам, содержащим производные от компонент вектора A , либо членам, обращающимся в нуль при исчезнове-

нии производных такого типа. Термодинамический анализ, проведенный, в частности, в работе [7], показал, что эти 
члены определяют тензор вязких напряжений геометродинамической сплошной среды. Поэтому мы делаем вывод, 
что дополнительное ускорение по своему происхождению обязано вязкости геометродинамической сплошной среды. 

Возникновение аномальной компоненты (если оно не будет объяснено влиянием негравитационных факторов) 
поднимает ряд принципиальных вопросов. Например, применительно к ОТО это вопрос о степени  выполнимости 
закона сохранения энергии и влиянии космологического разлета на эксперименты в пределах Солнечной системы.  

В будущем могут быть предприняты эксперименты с КА, имеющие цель получить ответы на фундаменталь-
ные вопросы теории пространства-времени. Не исключено, что результаты данной работы могут оказаться полез-
ными при разработке программ исследований в таких экспериментах.   

Работа выполнена при поддержке Международного научно-технического центра (Проект МНТЦ #1655).  
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КОСМОЛОГИЧЕСКОЕ КРАСНОЕ СМЕЩЕНИЕ 

КАК СЛЕДСТВИЕ УМЕНЬШЕНИЯ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ 
ВРЕМЕННОГО ИНТЕРВАЛА В РАСШИРЯЮЩЕЙСЯ ВСЕЛЕННОЙ 

 
В. В. Попов 

РФЯЦ-ВНИИЭФ 
 

Предложена модель Вселенной с уменьшающейся по мере возрастания косми-
ческого времени t продолжительностью временного интервала t, взятых по атом-
ным часам. Исходя из этой модели показано, что проявление эффекта космологиче-
ского красного смещения связано с нелинейностью временной шкалы, но не с доп-
леровским эффектом, и как следствие получена зависимость Хаббла для параметра 
красного смещения, приведен ряд других зависимостей и оценок. 

 
 
 

Введение  
 

В стандартном представлении космологическое 
красное смещение, связанное с общим расширением 
Вселенной, обусловлено совместным действием эффек-

тов Доплера и Эйнштейна, причем при 310D   Мпк 
основную роль играет эффект Доплера [1, с. 478–488]. 
В этой работе эффект Эйнштейна рассматривать не 
будем, т. е. пренебрежем отличием напряженности поля 
тяготения в точках испускания и регистрации излучения. 

Объяснение величин наблюдаемого космологиче-
ского красного смещения действием эффекта Доплера 
может быть правомерно только на небольших космоло-
гических расстояниях, на которых еще можно рассмат-
ривать окрестности пространства-времени наблюдателя 
как локально-инерциальную систему координат, в ко-
торой законы природы сохраняют форму, придаваемую 
им специальной теорией относительности. Расчет по 
измеренным величинам красного смещения с помощью 
формулы эффекта Доплера скоростей перемещения тел, 
находящихся за пределами указанной окрестности, не-
верен по сути. 

Пусть тела покоятся в расширяющейся с постоян-
ным хаббловским ускорением Вселенной в сопутст-
вующих им системах координат [2, с. 364], т. е. дви-
жутся вместе с ней со скоростью ее расширения. Пусть 
каждому телу приданы его собственные часы, ход ко-
торых был синхронизирован в некоторый ранний мо-
мент космического времени t. Поскольку тела и их ча-
сы находятся в «свободном падении» относительного 
фона реликтового излучения, то ход часов остается 
синхронизированным для любых t, продолжительность 
их временного интервала постоянна, шкала t линейна 
относительно t, тела движутся по инерции по отноше-
нию друг к другу. Но если ускорение движения относи-

тельно фона реликтового излучения возрастает с рос-
том v, то синхронизация хода часов существует для 
всех текущих значений t, но шкала t нелинейна относи-
тельно любого фиксированного t. 

В предлагаемой работе с этим эффектом нелиней-
ности , а не с эффектом Доплера, связывается наблю-
даемое космологическое красное смещение. 
 
 
Замедление вращения Земли вокруг своей оси  
и неравномерность шкалы космического  

времени 
 

В работе [3] была выдвинута гипотеза, объясняю-
щая эффект «долгопериодического замедления скоро-
сти вращения Земли вокруг своей оси» (составляющий 
~0,75 с/год [3, 4]) уменьшением продолжительности 
временного интервала в системе Солнце–Земля, взятого 
по атомным часам. Ее движением относительно фона 
реликтового излучения с хаббловским ускорением. Эта 
гипотеза позволила получить меру величины постоян-
ной Хаббла для движения относительно фонового из-

лучения (Н~31,0 км/сМпк) способом, не зависящим от 
шкалы расстояний. Очевидно, что величина ускорения 
при измерении в относительном движении двух тел, 
каждое из которых движется относительно фонового 
излучения с ускорением 0H , должна быть в два раза 

больше. Таким образом, отн 02 ,H H  Н  62,0 км/сМпк. 

В работе [3] было предположено, что скорость движе-
ния относительно фона реликтового излучения системы 
Солнце–Земля v и продолжительность временного ин-
тервала t, взятого по атомным часам, связаны отно-
шением: 

vt = const.                             (1) 
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Отсюда без учета величины второго порядка малости 

t/t = –v/v, 

где t – приращение продолжительности временного 
интервала; v – приращение скорости. 
Или 

/ = – /t t v v   , 

где t, v – хорошо дифференцируемые по некоторому 
параметру n функции. 

По многолетним наблюдениям [4] эксперимен-
тально получена величина t=0,75 с/год. Поэтому 

/ =t t p  = 0,75/31556925,9747 = 82,38 10 .       (2) 

(Здесь приведена продолжительность эфемеридного 
года в секундах). 

Таким образом, 

иv pv t p t     .                         (3) 

Если мы из общих соображений примем, что вели-
чина р(n) = const, то заключим, что v  линейно возрас-
тет с увеличением v. 

Из зависимости (3) вытекает, что шкала космиче-
ского времени t нелинейна относительно фиксирован-
ного t. Введем линейную временную шкалу n сле-
дующим образом. Известно, что в отличие от продол-
жительности года по атомным часам (год а.с.), опреде-
ляемой как продолжительность 31556925,9747 атомных 
секунд (определяемых, в свою очередь, в СИ как про-
должительность 9192631770 периодов излучения, соот-
ветствующего переходу между двумя сверхтонкими 
подуровнями основного состояния цезия-133), которая 
по сравнению с продолжительностью эфемеридного 
года уменьшается ежегодно на 0,75 с, продолжитель-
ность эфемеридного года (или продолжительность го-
дового обращения центра масс Земли вокруг Солнца) 
остается практически неизменной (за столетие эта про-
должительность возрастает меньше, чем на полсекунды 
[5, с. 185]). (Различие в продолжительности этих годов 
и приводит к виртуальному эффекту «долгопериодиче-
ского замедления вращения Земли» [3]). Поэтому есте-
ственно ввести линейную относительно n шкалу n как 
шкалу числа оборотов Земли вокруг Солнца (шкалу 
оборотов) и представить на ней величины t(n), v(n)  
и t(n). 

Далее будем полагать, что величина v равна вели-
чине скорости расширения Вселенной. Приравнивая 
друг другу скорости движения системы Солнце–Земля 
относительно фона реликтового излучения и скорость 
расширения Вселенной, мы исходим из того, что v  (3) 
хорошо совпадает по величине с постоянной Хаббла (в 

[3] получена величина 2
0 0 10H v     м/сгод, что со-

ответствует величине 0 31,0H   км/сМпк). 

Поскольку увеличение v в пространстве-времени 
Вселенной имеет объемный характер, то будем считать, 
что и уменьшение продолжительности временного ин-
тервала t космического времени t также имеет объем-
ный характер. 

Продолжительность временного интервала t  
и космическое время t в линейной шкале 

 

Направим ось n шкалы оборотов из настоящего 
(для которого определены величины 0t  и 0v ) в про-

шлое и этим определим знаки t  и v  следующим об-
разом (3): 

/ = ;  / = –t t p v v p   .                         (4) 

Если величина 0 1t   год а.с. современной эпохи 

равномерно уменьшается по направлению настоящее-
будущее на 0,75 с/год, т. е. если для целых n ряд  nt  

образует арифметическую прогрессию, то, очевидно, 

уже через 74 10  оборотов t уменьшится до нуля, а 
это невозможно. 

Но если ряды {tn} и {vn} для целых n являются гео-
метрической прогрессией с модулем (1 + p), т. е. если  

0 (1 )n
nt t p    и 0 (1 ) n

nv v p   ,        (5) 

где n взято в направлении настоящее-прошлое, то аб-
сурдного результата t = 0 можно избежать для любых n, 
в том числе отрицательных, т. е. в будущем. 

Если перейти к непрерывным функциям t(n) и v(n) 
на {n}-множестве континуум, и поскольку р мало, то 

0( ) exp( )t n t pn    и 0( ) exp( )v n v pn  .        (6) 

Дифференцируя (6), получаем соотношения (4). 
Следовательно, закон геометрической прогрессии (5) 
справедлив как решение для (4). Конечно, тот же ре-
зультат (6) можно получить, интегрируя (4) на {n}. 

Интегрируя функцию 0( )t n t   exp(pn), получа-

ем в шкале оборотов 

 0( ) exp( ) 1 /t n t pn p                      (7) 

– зависимость продолжительности для космического 
времени, взятой по атомным часам, от n – числа оборотов. 

Для 0 1t   год а.с. современной эпохи в шкале 

оборотов 

 ( ) exp( ) 1 /t n pn p  .                      (8) 

Далее будем полагать, что 01 1n t      год а.с. 

современной эпохи. 
 
 

Зависимость параметра космологического 
красного смещения z от числа оборотов  

по шкале оборотов. Закон Хаббла 
 

Если предположить, что в расширяющейся с воз-
растающим ускорением (3) Вселенной в сопутствую-
щей системе отсчета движущегося вместе с ней со ско-
ростью ее расширения тела сохраняется условие 
c(n)= 0c   const (здесь c(n) – скорость света для некото-

рого n  0, 0c  – скорость света при n = 0, и n направим 

из настоящего в будущее), то придем к следующему 
выводу: координатная сетка, связанная с телом и дви-
жущаяся вместе с ним, непрерывно сжимается. Поэто-
му расстояния, включая те, которые характеризуют 
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собственные размеры тела, непрерывно возрастают. 
Можно прийти к ошибочному заключению, что на тело 
действуют растягивающие его усилия, неизвестные 
антигравитационные силы. И это потому, что величина 

0( ) ( ) ( )c n t n c t n    в сопутствующей системе отсчета 

непрерывно убывает. 
Но если в сопутствующей системе отсчета тела 

( ) ( ) constc n t n  (причем увеличение c(n) так же, как и 

уменьшение t(n) имеет объемный характер), то его 
координатная сетка не сжимается. (Но оно «падает» с 
увеличивающимся ускорением относительно фона ре-
ликтового излучения, поскольку величина t убывает с 
ростом t. При этом для этого тела t(n) и t(n) нелиней-
ны относительно n.) 

Тождество ( ) ( ) constc n t n   оставляет законы фи-

зики инвариантными в преобразованиях относительно 
n, поэтому принцип постоянства скорости света во  
Вселенной следует понимать только в смысле постоян-
ства величин произведения ( ) ( )c n t n . Соотношения, ко- 

торые являются следствием специальной теории отно-
сительности, т. е. полученные при условии, что ( )c n   

0 constc  , справедливы только для достаточно мало-

го пространственно-временного объема Вселенной. Это 
касается и доплеровской зависимости 

1 2 1/ 2
набл / (1 ) (1 ) ,rv v v v    

где rv  – радиальная составляющая вектора v; 0/v v c  – 

приведенная к постоянной скорости света скорость пе-
ремещения наблюдаемого объекта. 

Из соотношений ( ) ( ) constv n t n   (1) и ( ) ( )c n t n   

const следует, что 

 = v(n)/c(n) = 0 0/v c = (4/3) 310  = const,       (9) 

величина  не зависит от n. 
В шкале оборотов в направлении настоящее-

прошлое поэтому 
c(n) = 0c exp(–pn).                         (10) 

Определим величину параметра космологического 
красного смещения как 

 0 0( ) / ,z n                              (11) 

где (n) – период монохроматической волны, излучен-
ной источником при некотором n; 0  – то же, но при-

нимаемый приемником при n = 0. 

Подберем для источника и приемника величины 
продолжительностей временных интервалов ( )n  и 

0  такие, чтобы 

( ) ( ) ( ) ( )c n n v n n    и 0 0 0 0c v   .          (12) 

Величины ( )n  и 0 , очевидно, соотносятся соглас-

но (6) 

0( ) exp( ).n pn                            (13) 
 

Результаты расчетов величин t(n), t(n), v(n), c(n) и z(n) – продолжительности временного интервала,  
космического времени, скорости расширения Вселенной, скорости света и параметра красного смещения  

в зависимости от числа оборотов Земли вокруг Солнца (настоящее-прошлое) 
 

( ) exp( )t n pn    ( ) exp( )t n pn  0( ) exp( )v n v pn   0( ) exp( )c n c pn   

 
3

1

exp( ) 1 ,

(4 /3) 10

z pn



  

  
 

0(H  = 31,0 км/сМпк) 
810n   

(годы а.с.) км/с  

1 10,805 4,12 810  37,02 2,777 410  0,013 

1,2 17,392 6,887 810  22,999 1,725 410  0,022 

1,4 27,994 1,134 810  14,289 1,072 410  0,036 

1,6 45,06 1,851 910  8,877 6,658 310  0,059 

1,8 72,53 3,005 910  5,515 4,136 310  0,095 

2,0 116,746 4,863 910  3,426 2,57 310  0,154 

2,2 187,917 7,854 910  2,129 1,596 310  0,249 

2,4 302,475 1,267 1010  1,322 991,816 0,402 

2,6 486,871 2,041 1010  0,822 616,179 0,648 

2,8 783,679 3,289 1010  0,51 382,81 1,044 

3,0 1,261 310  5,296 1010  0,317 237,826 1,681 

3,2 2,03 310  8,527 1010  0,197 147,752 2,706 

3,4 3,268 310  1,373 1110  0,122 91,793 4,356 

3,6 5,261 310  2,21 1110  0,076 57,028 7,013 

3,8 8,468 310  3,557 1110  0,047 65,429 11,289 

4,0 1,363 410  5,726 1110  0,029 22,011 18,171 
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t(n), годы а.с. 

 
 
 

Графические зависимости  t(n), t(n), v(n), c(n) и z(n):  а – t(n) – продолжительность временного интервала;  
n – число оборотов Земли вокруг Солнца (настоящее-прошлое); б – t(n) –космическое время; в – v(n) – скорость  

расширения Вселенной; г – c(n) – скорость света; д – z – величина параметра космологического  
красного смещения 

 

t(n), годы а.с.

 v(n), км/с 

  c(n), км/с 

3
1, ( 4 / 3 10 )z     

а б 

в г 

д 
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Используя соотношения (11), (12), (13), получим 

z =  [exp(pn) – 1].                         (14) 

Поскольку здесь 0 0 0v H pv    , то из соотношений 

(14) и (8) получим 

  0 0 0 0exp( ) 1 / ( ) / .z pn v c H t n c             (15) 

Получена аналитическая зависимость (15), связы-
вающая параметр космологического красного смеще-
ния z и расстояние удаления источника от приемника 
t(n) (в годах а.с.), получен закон Хаббла, выведенный 
им на основе результатов наблюдений [1, с. 488]. Кос-
мологическое красное смещение не проявляет себя че-
рез эффект Доплера – через эффект увеличения (в зави-
симости от скорости удаления) длины волны излучения 
удаляющегося от наблюдателя светящегося объекта. 
Оно проявляется через увеличение продолжительности 
временного интервала объекта, удаляющегося от на-
блюдателя по направлению настоящее-прошлое вдоль 
оси n шкалы оборотов. При этом удалении скорость 
движения объекта относительно фона реликтового из-
лучения уменьшается. 

В таблице приведены результаты расчетов величин 

t(n), t(n), v(n), c(n) и z (при значении 3
1 (4 / 3) 10    

0(H  = 31,0 км/сМпк). Значения n взяты в интервале 
8 810 ...4 10 .n    Из таблицы видно, что возрасту Сол-

нечной системы (~4,6 910  лет а.с.) соответствует зна-

чение 82 10n   . Примерно возрасту видимой Вселен-
ной (судя по измеренным величинам max 4z   [1, с. 486]) 

соответствует величина 83, 4 10n    3
1( (4 / 3) 10 )   . 

Величина , очевидно, требует уточнения. 
На рисунке представлены в виде графиков зависи-

мости t(n), t(n), v(n), c(n) и z(n). 
Обратим внимание на следующее. Для реликтово-

го излучения z  1500 [1, с. 488]. Это значит, что воз-
раст Вселенной (т. е. возраст с момента образования 
этого излучения, измеренный в шкале оборотов) со-

ставляет 85,85 10n    3( (4 / 3) 10 )   . Для этого n 

при 3( (4 / 3) 10 )    величина v(n)  0,36 м/с, а вели-

чина c(n)  270 м/с. И, наконец, оценивая величину 
размера Вселенной на момент рождения излучения по 
соотношению 0 0( ) / ( ) /R n R c n c , (где 0 0 0R c t n  ), 

получим: 8( ) 1,6 10R n    км, т. е. величина R(n) сопос-

тавима с радиусом орбиты Земли. 
 
 

Заключение 
 
В статье как развитие гипотезы об уменьшении 

продолжительности временного интервала, изложенной 
в [3], предложена модель Вселенной. Эта модель с 
уменьшающейся (по мере возрастания величины кос-
мического времени t) продолжительностью временного 

интервала t. Эта модель позволила без привлечения 
эффекта Доплера связать общепринятое представление 
о фоне реликтового излучения как неподвижной систе-
мы отсчета в пространстве для скоростей тел, движу-
щихся в расширяющейся Вселенной, с явлением кос-
мологического красного смещения и аналитически по-
лучить формулу закона Хаббла для z – параметра крас-
ного смещения. 

В статье введена линейная временная шкала, осно-
ванная на постоянстве продолжительности эфемерид-
ного года – «шкала оборотов», в которой получены 
функциональные зависимости нелинейных в ней вели-
чин v(n), t(n) и t(n). В предложенной модели Вселен-
ной в направлении для n настоящее-прошлое продол-
жительности t(n) и t(n) экспоненциально возрастают, а 
величины v(n) и с(n) экспоненциально убывают. Со-
гласно модели, несмотря на то, что, согласно закону 
Хаббла, при больших 4z   расстояние до объекта на-
блюдения в годах по атомным часам становится, каза-

лось бы, неправдоподобно большим ( 105 10 лет и 
более), по линейной шкале оборотов это расстояние 
всего лишь примерно в полтора раза больше возраста 
Солнечной системы. По величине параметра красного 
смещения для реликтового излучения (z 1500) удалось 
оценить возраст Вселенной. Этот возраст по линейной 

шкале оборотов составляет 85,85 10 . Для сравнения: 

возраст Солнечной системы составляет 82 10n    обо-

ротов ( 94,6 10  лет по атомным часам). И поскольку 
мы приняли, что один оборот равен по продолжитель-
ности одному году по атомным часам в современную 
эпоху, то возраст Вселенной по линейной шкале со-

ставляет всего лишь 85,85 10  лет современной эпохи, 
но этот же возраст по нелинейной шкале составляет 

1410  лет в истекших годах. Тем не менее по линейной 
временной шкале возраст Вселенной лишь ~ в 3 раза 
больше возраста Солнечной системы. 
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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРА ЦАЛЛИСА НА ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЕ  

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ТОМАСА – ФЕРМИ 
 

А. Ю. Мадянов, С. А. Холин 
РФЯЦ-ВНИИЭФ 

 
В высокотемпературной модели Томаса – Ферми вместо функции распределе-

ния Ферми – Дирака используется функция распределения Цаллиса. Рассмотрено 
изменение давления, внутренней энергии и показателя адиабаты углерода и золота 
при температурах 50, 100, 200, 300 эВ, характерных для проблем инерционного 
термоядерного синтеза. 

 
 
 
В работе [1] Цаллисом предложено обобщение ста-

тистики Максвелла – Больцмана, зависящее от парамет-
ра Цаллиса q, которое при 1q   преобразует статистику 

Цаллиса в обычную статистику. Функция распределе-
ния Цаллиса является решением уравнения Фоккера–
Планка с коэффициентом диффузии, зависящим от энер-
гии [2]. Решение уравнения Фоккера – Планка позволяет 
получить обобщения статистик Бозе – Эйнштейна и Фер-
ми – Дирака, зависящие от параметра Цаллиса q. К сожа-
лению, ни в работе [1], ни в многочисленных последую-
щих публикациях не содержится алгоритма, позволяю-
щего определить величину параметра Цаллиса q. Обычно 
решалась обратная задача. Если использование экспери-
ментальных данных позволяет получить функцию рас-
пределения и она отличается от классической, то подби-
рается значение параметра Цаллиса q, при котором 
функция распределения Цаллиса удовлетворительно 
описывает экспериментальные данные. В работах [3–5] 
описаны различные примеры, в которых параметр Цалли-
са q отличен от 1 и может достигать 1,3.  

Обычно для определения уравнения состояния вы-
сокоплотной нагретой плазмы используют высокотем-
пературную модель Томаса – Ферми [6]. В данной рабо-
те анализируется влияние на уравнение состояния 
замены в модели Томаса – Ферми функции распределе-
ния Ферми – Дирака на соответствующую функцию 
распределения Цаллиса. Приведены результаты расче-
тов для золота и углерода при температурах, характер-
ных для инерционного термоядерного синтеза.  
 
 
1. Функция распределения Цаллиса свободного 

электронного газа 
 

Формальный переход от обычных статистик Мак-
свелла – Больцмана, Бозе – Эйнштейна и Ферми – Дирака  
к статистике Цаллиса осуществляется заменой в соста-

ве функций распределения экспоненциальной функции 
xe  на q-экспоненциальную функцию, а логарифм за-

меняется на q-логарифм [1, 2] 
1

1exp ( ) ( ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) )q
q qx e x q x q x       ;    (1.1) 

1 1
ln

1

q

q
x

x
q

 



,                         (1.2) 

где (1 (1 ) )q x   ) – функция Хевисайда. Если 1q  , 

то x x
qe e  и ln lnq x x .  

Для фермионов функция распределения теперь 
имеет вид  

1

exp 1q

f

kT


    

 

,                    (1.3) 

где   – кинетическая энергия частицы;   – химический 

потенциал; k – постоянная Больцмана; Т – температура. 
Для электронов плотность энергетических уров-

ней 

3

2

2 3

2
( )

m
g V  

 
. 

Для числа частиц N, их кинетической энергии kE  и 

давления p в статистике Цаллиса справедливы выражения 
аналогичные выражениям в статистике Ферми – Дирака 

0

1 ( )

exp 1exp 1ii
qq

g d
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kTkT

  
 
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Введем обозначения z
kT


 , 

kT


  . При реше-

нии уравнения Томаса – Ферми используются функции 

Ферми–Дирака 
0

( )
exp( ) 1

n

n
z dz

J
z


 

   , которые опре-

деляют зависимость плотности, энергии и давления от 
химического потенциала при фиксированной темпера-
туре. При обращении к статистике Цаллиса потребуют-
ся новые функции, которые будем называть обобщен-
ными функциями Ферми – Дирака 

0

( , )
( ) 1

n

n
q

z dz
Jq q

e z


 

  .                  (1.7) 

В статистике Цаллиса через обобщенные функции 
Ферми – Дирака определяются плотность числа частиц, 
плотность кинетической энергии и давление вещества 
(1.4), (1.5), (1.6). 
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Отношения 1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J   , 2 3/ 2 ( ) /Y Jq   

3 / 2/ ( )J   определяют отношение плотностей энергий и 

давлений при одном и том же значении химического 
потенциала и температуры при различных значениях 
параметра Цаллиса к их значениям в статистике Фер-
ми – Дирака.  

На рис. 1, 2, 3, 4 приведены эти отношения при зна- 
чениях параметра Цаллиса q = 1 ± 0,001, 1 ± 0,01, 1 ± 0,1. 

 

 

Рис. 1. Зависимость от химического потенциала  отношения 

1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J    плотности числа частиц  в  статистике 

Цаллиса к плотности  в статистике Ферми – Дирака для q > 1: 

        – q = 1,1; ……. – q = 1,01;              – q = 1,001 

 
Рис. 2. Зависимость от химпотенциала  отношения  

1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J    плотности числа частиц в статистике  

Цаллиса к плотности в статистике Ферми – Дирака для q < 1: 

                   – q = 0,999; ……. –  q = 0,99;              – q = 0,9  
 

 
Рис. 3. Зависимость от химического потенциала  отношения 

1 1/ 2 1/ 2( ) / ( )Y Jq J    плотности энергии в статистике Цаллиса 

к плотности в статистике Ферми – Дирака для q > 1: 

                   – q = 1,1; ……. –  q = 1,01;             – q = 1,001 
 

 
Рис. 4. Зависимость от химпотенциала  отношения 2Y  = 

= 3/ 2 3/ 2( ) / ( )Jq J   плотности энергии в статистике Цаллиса 

к плотности в статистике Ферми – Дирака для q < 1: 

                   – q = 0,999; ……. –  q = 0,99;              – q = 0,9  
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Если q > 1, то плотность числа частиц, плотность 
энергии и давление в статистике Цаллиса меньше, чем 
в статистике Ферми–Дирака при одинаковой темпера-
туре и химическом потенциале. При q < 1 – наоборот. 

 
 

2. Модель атома Томаса-Ферми 
 

Во внешнем поле с потенциалом  , полная энер-

гия электронов равна  – e. Обозначив z
kT


 , полу-

чим по аналогии со свободным газом 
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Подставив в уравнение Пуассона, связывающее n 
и , полученное выражение для концентрации числа 
частиц, имеем 

 
2

2
2 2

1 1
4

d d d
r r ne

dr dr rr dr

       
 

 

 
3

2
12 3 2

2
4 ,

2

mkT e
e Jq q

kT

    
  

.            (2.4) 

Введя новые переменные 
r

s
d

  и 
e

s
kT


  , где 
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22 2
d

me mkT





, получаем в статистике Цаллиса 

уравнение Томаса – Ферми в безразмерном виде, зави-
сящее от параметра Цаллиса q 
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Граничными условиями являются: 
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Вычисленное значение потенциала φ позволяет 
вычислить потенциальную энергию pE  и полную энер-

гию полн .k pE E E   

Зависимость давления от энергии записывается 
по аналогии с идеальным газом в виде ( 1)p E    . 

В уравнение состояния входит энергия, которая должна 
обращаться в нуль при нулевом давлении и температуре. 
Для того, чтобы обеспечить это, целесообразно из пол-

ной энергии сжатого атома отнять энергию свободного 
атома при Т = 0. полн tE E E  . Энергия свободного 

атома равна 
2 7
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0
0,769t
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a
   ( 0a  – Боровский ради-

ус, 2 2
0 /a me  ). Полная энергия вычисляется с помо-

щью теоремы вириала 2 3p kE E pV  , откуда полнE = 

=
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2 2 ppV E . Расчет потенциальной энергии  произ-

водится с помощью рассчитанных интегральных кри-
вых ( )s . Потенциальная энергия равна сумме энергии 
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Так как на границе атома φ=0, то 0
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чении pE  используем выражение для n (2.1). 
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В итоге, приходим к формуле 
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3. Результаты расчетов 

 
Программа расчета уравнения Томаса – Ферми с 

квантовыми функциями распределения Цаллиса напи-
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сана на языке Fortran. Уравнение решается численными 
методами квазилинеаризации и прогонок. Полученные 
численные значения потенциала Томаса – Ферми φ ис-
пользованы для вычисления давления р и плотности 
энергии Е. 

Результаты численного интегрирования при не-
которых значениях T, , Z, A приведены в табл. 1, 2. В 
этих таблицах значения давления p и плотности энер-

гии Е выражены в 15 310 эрг / см , а плотности  в 
3г / см . После таблиц приведены графики зависимостей 

показателей адиабаты от параметра Цаллиса q (рис. 5, 
6). Значения этих величин при q = 1 соответствуют тра-
диционному уравнению состояния Томаса – Ферми, 
обычной статистике Ферми – Дирака. 

В табл. 1 и 2 приведены, полученные расчетно 
давления и плотности энергии для золота (Z = 79, A = 
= 197) и углерода (Z = 6, A = 12) для q = 1, 1±0,05, 
1±0,1.  

Золото (см. табл. 1) и углерод (см. табл. 2) вы-
браны в качестве примерa веществ, которые применя-
ются в исследованиях лазерного термоядерного синте-
за. Температуры, при которых они рассмотрены (50, 
100, 200, 300 эВ), также характерны для лазерного тер-
моядерного синтеза. 

Значения q > 1,1 и q < 0,9 не рассматривались, так как 
большие отклонения от 1 представляются сегодня ма-
ловероятными для этих температур. 

Проведенные расчеты показали: 
– при фиксированной энергии давление при q < 1 

растет, при q >1 уменьшается (соответственно меняется 
показатель адиабаты); 

– при уменьшении плотности влияние параметра 
Цаллиса возрастает; 

– при увеличении температуры влияние параметра 
Цаллиса уменьшается. 

При использовании функции распределения Цал-
лиса, как свидетельствует график (см. рис. 5), зависи-
мости показателя адиабаты от q, при q > 1 показатель 
адиабаты уменьшается, т. е. плотности в процессе сжа-
тия возрастают, а при q < 1 показатели адиабаты растут 
и плотности уменьшаются. 

Для иллюстрации на рис. 6 приведена в относи-
тельных единицах зависимость плотности электронов в 
атоме золота от радиуса при плотности золота 100 

3г / см  и температуре 300 эВ. 

Здесь 9
0 9 10R    cм – внешний радиус атома, 

0( / )n R R  – плотность электронов в атоме. 0( / )D R R  = 
 

Таблица  1  

Параметры уравнения состояния золота p и E в 15 310 эрг / см  при T = 50, 100, 200, 300 эВ,  

плотностях 1, 5, 19,3 3г / см  и при различных параметрах Цаллиса q 

Т, эВ 
, 

3г / см  

p и ρE, 
15 310 эрг / см  

q = 0,9 q = 0,95 q = 1 q = 1,05 q = 1,1 

p 0,00766 0,00436 0,00266 0,00172 0,00116 
1 

E 0,0236 0,0161 0,0119 0,00945 0,00790 

p 0,0272 0,0178 0,0123 0,00900 0,00682 
5 

E 0,0783 0,0589 0,0470 0,0394 0,0346 

p 0,0877 0,0658 0,0519 0,0425 0,0360 

50 

19,3 
E 0,2112 0,1667 0,1368 0,1155 0,0998 

p 0,0261 0,0143 0,00838 0,00521 0,00341 
1 

E 0,0761 0,0493 0,0348 0,0263 0,0211 

p 0,0905 0,0561 0,0370 0,0257 0,0187 
5 

E 0,249 0,177 0,135 0,108 0,0912 

p 0,2711 0,1900 0,1407 0,1088 0,0872 

100 

19,3 
E 0,6672 0,5060 0,4031 0,3337 0,2849 

p 0,0858 0,0453 0,0258 0,0155 0,00981 
1 

E 0,239 0,149 0,101 0,0736 0,0572 

p 0,298 0,177 0,112 0,0743 0,0519 
5 

E 0,791 0,535 0,390 0,302 0,245 

p 0,863 0,5696 0,3989 0,2929 0,2237 

200 

19,3 
E 2,115 1,535 1,181 0,9514 0,7959 

p 0,169 0,0872 0,0488 0,0289 0,0181 
1 

E 0,454 0,277 0,185 0,133 0,101 

p 0,592 0,342 0,211 0,138 0,0942 
5 

E 1,528 1,009 0,719 0,545 0,435 

p 1,700 1,086 0,739 0,528 0,393 

300 

19,3 
E 4,116 2,915 2,204 1,754 1,457 
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Таблиц а  2  

Параметры уравнения состояния углерода p и E в 15 310 эрг / см  при T = 50, 100, 200, 300 эВ,  

плотностях 1, 1,8 3г / см  и при различных параметрах Цаллиса q 

Т, эВ 
, 

3г / см  

p и ρE, 
15 310 эрг / см  

q = 0,9 q = 0,95 q = 1 q = 1,05 q = 1,1 

p 0,0294 0,0201 0,0146 0,0111 0,00870 
1 

E 0,0575 0,0415 0,0317 0,0253 0,0209 

p 0,0476 0,0341 0,0258 0,0203 0,0166 
50 

1,8 
E 0,0890 0,0663 0,0520 0,0424 0,0358 

p 0,0799 0,0522 0,0363 0,0264 0,0201 
1 

E 0,150 0,104 0,0768 0,0594 0,0478 

p 0,130 0,0884 0,0635 0,0479 0,0374 
100 

1,8 
E 0,239 0,170 0,128 0,101 0,0823 

p 0,199 0,125 0,0845 0,0594 0,0444 
1 

E 0,350 0,233 0,167 0,126 0,0997 

p 0,327 0,215 0,149 0,109 0,0826 
200 

1,8 
E 0,572 0,394 0,287 0,220 0,175 

p 0,333 0,200 0,132 0,0926 0,0662 
1 

E 0,561 0,356 0,250 0,186 0,143 

p 0,546 0,346 0,235 0,167 0,128 
300 

1,8 
E 0,921 0,611 0,436 0,328 0,262 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость показателя адиабаты от параметра 

Цаллиса для углерода и золота при плотности 1 3г / см  
и различных температурах 

 

 
Рис. 6. Зависимость в относительных единицах плотности 
электронов n(R) в атоме золота от радиуса R при плотности 

100 3г / см  и температуре 300 эВ 

= 2
0 04 ( / ) ( / )R R n R R  – функция плотности электро-

нов, mD  – ее среднее значение. 98,517 10mD    при q = 

= 0,9, 98,513 10mD    при q = 1 и 98,510 10mD    при  

q = 1,1. 
Различие в профиле плотности электронов оказа-

лось невелико, что обусловило слабую зависимость 
показателя адиабаты золота от параметра Цаллиса при 

плотности 100 3г / см , температуре 300 эВ. 
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СТАТИСТИКА ЦАЛЛИСА И СКОРОСТИ ТЕРМОЯДЕРНЫХ РЕАКЦИЙ 

 
А. И. Артемов, А. Ю. Мадянов, С. А. Холин 

РФЯЦ-ВНИИЭФ 
 

Проанализировано влияние замены функции распределения Максвелла на 
функцию распределения Цаллиса при вычислении скорости термоядерных реакций 
(DD и ТD) для различных значений параметра Цаллиса. 

 
 
 
В 1988 г. Цаллис [1] предложил новое обобщенное 

определение энтропии, зависящее от параметра Цалли-
са q и переходящее при 1q   в обычную энтропию 

Больцмана. При 1q   статистика Цаллиса переходит в 

статистику Максвелла. 
Когда в статистической физике рассматривается 

давление газа на стенку сосуда, то давление есть ре-
зультат большого числа столкновений молекул со стен-
кой сосуда. При описании упругого столкновения двух 
частиц влиянием остальных частиц пренебрегают и 
используют функцию распределения Максвелла для 
анализа последствий столкновений. Параметр Цаллиса 
q в функции распределения учитывает воздействие со-
седних частиц на поведение сталкивающихся частиц. 
Если имеет место «трение», потеря энергии при столк-
новении, то это значит q < 1. Если, наоборот, из-за ка-
ких-то корреляций энергия увеличивается, то q > 1. 

Например, в работе [2] использование статистики 
Цаллиса с q = 0,99 уменьшает число реакций в центре 

Солнца (плотность 150 3г / см , температура 1,3 кэВ), 
приводящих к образованию нейтрино. Это позволяет 
объяснить уменьшение в 3 раза количества солнечных 
нейтрино при их регистрации на современных подзем-
ных устройствах по сравнению с предсказанием стан-
дартной солнечной модели. В работе [3] переход от ста-
тистики Максвелла к статистике Цаллиса с q = 1,1 позво-
ляет значительно увеличить скорость pD – реакции в 
центре Юпитера и объяснить выход энергии через по-
верхность Юпитера горением дейтерия вблизи центра 
Юпитера. 

В работах [4] приведен анализ особенностей стати-
стики Цаллиса с q > 1. Показано, что функция распреде-
ления по импульсам адронов, рождающихся при элек-
трон-позитронных столкновениях с энергией ~10 ГэВ, 
соответствует функции распределения Цаллиса с q = 1,3. 

В статье обсуждается влияние замены функции 
распределения Максвелла на функцию распределения 
Цаллиса с 0,9 ≤ q ≤ 1,1 на скорости термоядерных реак-
ций DD и DT. 

1. Неэкстенсивная статистическая механика 
 

В 1988 г. Цаллис предложил новое определение 
энтропии, зависящее от параметра Цаллиса и перехо-
дящее при 1q   в обычную энтропию Больцмана 

  1
1

q
q i

i

k
S p p

q

 
      

 ,                  (1.1) 

где k – постоянная Больцмана; ip  – вероятность того, 

что система находится в i-состоянии, а q – параметр 
Цаллиса, отклонение которого от 1 характеризует не-
экстенсивность системы. 

При 1q        ( )q i i
i

S p k p n p    . 

( )qS p  имеет почти все свойства, характерные для 

обычной энтропии S(p), за исключением аддитивности. 
Предположим, что систему можно разбить на две само-
стоятельные подсистемы А и В с распределением веро-

ятностей a
jp  и b

jp . Полная система описывается фак-

торизованным распределением вероятностей 
a b

ij j jp p . Тогда можно показать, что энтропия Цаллиса 

(1) не будет удовлетворять требованию аддитивности 
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Система неэкстенсивна, т. е. неаддитивна, пока 
1q  . 

Используя новое определение энтропии, можно 

получить функцию распределения Цаллиса 
1
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где N – число состояний; i  – энергия i – состояния; Т – 

температура. 
Переход от обычной статистики (Максвелла, Фер-

ми – Дирака, Бозе – Эйнштейна) к статистике Цаллиса 

осуществляется заменой экспоненты 

E

kTe  

1

1
1 (1 ) 1 (1 )

E
qkT E E

e q q
kT kT

           
   

,      (1.5) 

где Ф(у) – функция Хевисайда. Очевидно,  

 
1

1

1
lim 1 1

E
q kT

q

E
q e

kT




    
 

.                  (1.6) 

 
 

2. Скорости термоядерных реакций 
 
В устройствах магнитного удержания плазмы (то-

камак), инерционного термоядерного синтеза (ЛТС, 
ИТС) и т. д. протекают следующие основные термо-
ядерные реакции: 

3

4

T " ( )" 4,033 МэВ;

He " ( )" 3, 269 МэВ;

He " " 17,589 МэВ.

op op

on on

ot on

D D p DD p

D D n DD n

D T n DT

      

      

      





 

 

В литературе имеется несколько рабочих формул 
для вычисления скоростей этих реакций DD(p), DD(n) и 
DT: Б. Н. Козлов [5, 1962 г.]: Л. М. Хивли [6, 1977 г.] . 
В справочнике С. Ангул и др. [7, 1999 г.], подготовлен-
ном группой ученых, приведены сечения термоядерных 
реакций. Используя их и максвелловскую функцию рас-
пределения, можно вычислить скорости реакции [8, 9] . 

Кроме того, скорости реакций можно получить с 
помощью функции распределения при усреднении се-
чений с астрофизическим фактором, взятым из про-
граммы PRSABA МАГАТЭ. Например, для DT-реакции 
S-фактор (в МэВ. барн) в программе PRSABA 
МАГАТЭ выглядит так: 

3. Сравнение известных скоростей 
термоядерных реакций 

 
Так как зависимость скоростей реакций DD(n) от 

энергии слабо отличается от зависимости для DD(p), то 
графики для DD(p) не приводятся. Сравнение скоро-
стей реакций осуществляется вычислением зависимо-
сти от времени отношения сравниваемых скоростей. 
Некоторые характерные зависимости приведены на 
рис. 1, 2, 3. 

 

 
Рис. 1. Отношение скоростей  DD(n)  реакций  
по Б. Н. Козлову ([5], 1962 г., Kn) и справочнику 

([7], 1999 г., Sn); по Л. М. Хивли ([6], 1977 г., Hn) 

и справочнику ([7], 1999 г., Sn) при Т = 3÷30 кэВ 
 

1) На рис. 1 сравниваются скорости DD(n) реакций, 
приведенные Б. Н. Козловым, Л. М. Хивли и в справоч-
нике 1999 г. Ниже 7 кэВ формулы Козлова занижают 
сечения реакций до 25 %, выше – завышают до 10 %. 

2) На рис. 2 сравниваются скорости DT-реакций 
Хивли (1977 г.) и справочника 1999 г. Здесь также Хив-
ли занижает скорости реакции при Т < 28 кэВ и завы-
шает при других температурах, хотя масштабы невели-
ки (< 10 %). 
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Рис. 2.  Отношение  скоростей  DT-реакций  
по Л. М. Хивли ([8], 1977 г.) и справочнику ([9], 

1999 г. ) при Т = 3÷30 кэВ 
 
3) На рис. 3 сравниваются скорости реакций DD(n) 

и DT, получаемые усреднением сечений по максвеллов- 
скому распределению с астрофизическим фактором 
МАГАТЭ и скорости реакций в справочнике 1999 г. 

При Т < 13 кэВ скорости DD(n) реакций в спра-
вочнике выше, при T > 13 кэВ – ниже, чем по Максвел-
лу с константами МАГАТЭ. Скорости DT-реакций не 
отличаются больше чем на 7 %. 

 

Проведенное сравнение показывает, что все извест-
ные выражения для скоростей термоядерных реакций 
близки между собой в интервале энергий от 1 до 30 кэВ, 
наиболее существенном для термоядерного синтеза. 

 
 

 
Рис. 3. Отношение скоростей  DD(n)  и  DT-реакций, 
усредненных по Максвеллу с астрофизическим фактором 
МАГАТЭ (Mn и Mt) и справочнику ([9], 1999 г., Sn и St) 

при Т = 3÷30 кэВ 

 
Переход к статистике Цаллиса может значительно 

изменить скорости термоядерных реакций. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость от температуры (0,6–30 кэВ) отношения скоростей DD(n) реакции, 
усредненных по распределениям Цаллиса и Максвелла для q = 1,1; 1,05; 0,95; 0,9 
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4. Влияние параметра Цаллиса на скорости  
термоядерных реакций 

 
В литературе нет правил, как определить величину 

параметра Цаллиса. Обычно решается обратная задача: 
подбирают такое значение параметра Цаллиса q, кото-
рое при использовании статистики Цаллиса позволяет 
описать эксперимент. Ниже проанализирован наибо-
лее вероятный интервал изменения параметра Цалли-
са 0,9 < q < 1,1. При q < 1 скорости термоядерных ре-
акций уменьшаются, при q > 1 – увеличиваются. И 
уменьшение, и рост скоростей может достигать двух 
порядков. При 1q   статистика Цаллиса переходит в 

статистику Максвелла. 
Так как представляет интерес относительное влия-

ние параметра Цаллиса, то проведено сравнение скоро-
стей реакций, усредненных по распределению Максвелла, 
с астрофизическим фактором, взятым из данных  

МАГАТЭ, и по распределению Цаллиса с тем же аст-
рофизическим фактором. 

На рис. 4 приведены зависимости от температуры 
1–30 кэВ отношения скоростей DD(n) реакции для q = 
= 0,9; 0,95; 1,05; 1,1. 

На рис. 5 приведены зависимости от параметра q, 
0,9 < q < 1,1, отношения скоростей реакции DT при не-
скольких температурах Т = 0,5, 1, 2, 5, 10 кэВ. 

Анализ рисунков показывает, что имеет место зна-
чительное влияние параметра Цаллиса на скорость тер-
моядерных реакций. 

Так, при Т = 0,5 кэВ скорости реакции горения дей-
терия может уменьшиться в ~100 раз, если q = 0,9, или – 
возрасти в 100 раз при q = 1,1. В области горения дейте-
рия при Т = 10 кэВ влияние параметра слабее – уменьше-
ние до 2 раз при q = 0,9, увеличение до 2 раз при q = 1,1. 

Примерно такая же зависимость от параметра Цал-
лиса скорости DT-реакции. 

 

 
Рис. 5. Зависимость от параметра Цаллиса (0,9 < q < 1,1) отношения скоростей DT-реакции  

усредненных по распределениям Цаллиса и Максвелла для T = 0,5; 1; 2; 5; 10 кэВ 
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ДВИЖЕНИЕ СПИНОВЫХ ЧАСТИЦ В ОТО, СОГЛАСОВАННОЕ С РЕШЕНИЕМ КЕРРА  

 

М. В. Горбатенко, Т. М. Горбатенко  
РФЯЦ-ВНИИЭФ 

 
Приводятся уравнения, определяющие в постньютоновском приближении эво-

люцию спинов частиц в задаче о движении двух частиц, обладающих массами и 
спинами. Уравнения получены методом Эйнштейна – Инфельда – Гоффманна из ус-
ловия симметричности метрического тензора. Рассмотрение проведено с использо-
ванием условия гармоничности координат и совпадения метрики вблизи от частиц с 
разложениями решения Керра, записанного в гармонических координатах. Полу-
ченные уравнения дают, например, для гироскопов на спутнике Gravity Probe B от-
клонение оси вращения, во-первых, в 2 раза меньшее того значения, которое полу-
чил J. L. Anderson в работе gr-qc/0511093, а во-вторых, отклонение имеет 
противоположное направление. Из полученных уравнений следует, что полный уг-
ловой момент системы спиновых частиц, вообще говоря, не сохраняется, начиная 
уже с постньютоновского приближения. Результаты кратко обсуждаются. 

 
 
 

Введение  
 
Рассматривается система из двух частиц, обла-

дающих массами и собственными угловыми момента-
ми. Для описания движения таких частиц в рамках 
ОТО необходимы динамические уравнения двух типов: 
определяющие движение центра масс частиц и эволю-
цию спина каждой из них.  

Уравнения первого типа могут быть получены ли-
бо методом Фока, либо методом Эйнштейна-Инфельда-
Гоффманна (ЭИГ). Относительно этих уравнений раз-
ногласий, как правило, не возникает.  

Ситуация с уравнениями, описывающими эволю-
цию спинов, совершенно иная. Имеется несколько вер-
сий этих уравнений для самосогласованного движения 
двух спиновых частиц (например, [1–4]) и большое ко-
личество версий уравнений, описывающих динамику 
спина пробной спиновой частицы (например, [5–17]). 
Все версии различаются между собой, и далеко не оче-
видно, какая из всех этих версий правильная. 

Нами решена задача о самосогласованном движе-
нии двух спиновых частиц в постньютоновском (ПН1) 
приближении методом ЭИГ. Отличительные особенно-
сти нашего рассмотрения состоят в следующем. 

Все операции, предусмотренные в методе ЭИГ, 
выполняются с использованием условия де Дондера 
для метрики 

 
,

0g g


  ,                         (1) 

                                                           
1 Под ПН приближением понимается приближение, в ко-

тором начинают появляться поправки к ньютоновскому при-
ближению независимо от порядка малости этих поправок. 

которое совпадает с условием гармоничности коор-
динат. 

2. Для определения неизвестных коэффициентов в 
аппроксимационных выражениях, используемых в ме-
тоде ЭИГ, используются разложения решения Керра, 
записанного в гармонических координатах в работах 
[18, 19]. Коэффициенты в разложениях решения Керра 
берутся из работы [20].  

3. Динамические уравнения для спинов получают-
ся из условий симметричности метрики в рассматри-
ваемых приближениях.  

Полученные нами динамические уравнения для 
спинов частиц и вытекающие из них динамические 
уравнения для пробной спиновой частицы отличаются 
от всех других тем, что согласованы с исходным посту-
латом ОТО о симметричности метрического тензора. 
Обеспечивая симметричность метрики, мы сталкиваем-
ся с альтернативой «либо симметричность метрики, 
либо закон сохранения углового момента». В результа-
те сделанного выбора мы приходим к несохранению 
вектора полного углового момента системы частиц уже 
в ПН приближении. Этот вопрос интересен сам по себе, 
и мы его кратко обсуждаем. Кроме того, приводятся и 
обсуждаются также оценки для гироскопов, экспери-
менты с которыми выполнялись на спутнике Gravity 
Probe B (GP-B).  

Мы предполагаем, что читатели знакомы с мето-
дом ЭИГ, поэтому ограничиваемся минимальными по-
яснениями на этот счет. В данную работу не включены 
также громоздкие материалы по технике применения 
метода ЭИГ. Все такие материалы и детали расчетов 
будут представлены в отдельной работе.  
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1. Обозначения 
 
В данной работе решаются уравнения ОТО с нуле-

вым тензором энергии-импульса. Эти уравнения, как и 
в работах [21, 22], запишем с использованием 


  – 

метрического тензора пространства Минковского 

1
( ) 0

2
R R
      .                    (2) 

Здесь R  – тензор Риччи, определяемый стандартным 

образом. В фоновом пространстве будут использовать-
ся декартовы координаты, поэтому 

 diag 1,1,1,1
     .                  (3) 

Используются два типа величин: h ,  . Эти вели-

чины определяются посредством соотношений 

g h     ,  
1

( )
2

h h
        .      (4) 

Поднимание и опускание индексов у величин h  и 

  производится с помощью тензоров (3). Так, под 

величиной h  понимается h h  
   . 

Рассматривается система из двух частиц. В фоно-
вом пространстве выбираем произвольным образом 
декартовы координаты  , kct x . Координаты радиус-

векторов частиц обозначаем через ;k k   соответст-

венно. Длину вектора с координатами k k kR      

обозначаем через R. Производную по ct обозначаем 

либо точкой над величиной (например, k ), либо как 

нижний индекс «0», отделенный запятой (например, 

, 0k k   ). 

Массы первой и второй частицы обозначаются че-

рез ,M m   соответственно. Величины 

2 2
;

GM Gm
M m

c c
 

 
 

равны половинам радиусов Шварцшильда частиц. Здесь 
G – гравитационная постоянная, c – скорость света. Ве-
личины M, m будем далее называть массами, хотя они 
имеют размерность длины. Аксиальные векторы собст-
венных угловых моментов частиц записываем в виде 

;k kMcS mcs  . 

Величины ;k kS s  имеют размерность длины; будем 

называть их приведенными векторами собственных 
угловых моментов или просто спинами. 

Уравнения (2) в k -порядке обозначаются как 
200;   , 30 ;k   , 4;mn    и т. д. Координатные ус-

ловия обозначаются далее как 3. .;0;c c   , 4. .; ;c c k    

и т. д. 

2. Параметры малости 
 
Основным параметром малости в методе ЭИГ яв-

ляется величина 
v c  ,                                  (5) 

где v  – характерная относительная скорость частиц. 
Наряду с параметром λ рассматриваемая система имеет 
еще четыре безразмерных и априори независимых па-
раметра 

u M r ;  v S r ;  m r ;  s r .               (6) 

При достаточно больших значениях радиальной пере-
менной r  эти параметры становятся малыми. Однако 
относительные соотношения между ними в принципе 
произвольны, поскольку не зависят от величины r и 
определяются характеристиками частиц. В данной ра-
боте рассмотрение будет проводиться в следующих 
предположениях: 

2 2~ ; ~M r m r  ;                      (7) 

~ ; ~S r s r  .                         (8) 

Мы не будем останавливаться на пояснении физическо-
го смысла этих предположений, эти пояснения изложе-
ны во многих работах и носят стандартный характер. 
Заметим лишь, что во многих реальных ситуациях 
предположения (7), (8) выполняются не в полном объ-
еме. Тем не менее и в этих случаях динамические урав-
нения, получаемые при предположениях (8), (9), могут 
быть использованы как источник информации о движе-
нии спиновых частиц. 
 
 

3. Расстановка порядков малости 
 

Необходимо сделать определенные предположе-
ния относительно расстановки порядков малости от-
дельных членов, входящих в функции 00 0, ,k mn   . 

Конструкция членов низшего приближения однозначно 
определяется ассортиментом имеющихся в задаче па-
раметров (6). Порядки малости других членов выбира-
ются так, чтобы процедура ЭИГ была самосогласован-
ной. В нашем рассмотрении будут использоваться 
следующие расстановки порядков малости: 

00 00 00 00
2 4 5

0 0 0 0
3 5 6

4 5 6

...,

...,

...

k k k k

mn mn mn mn


        

        

       


                  (1) 

Обычно в методе ЭИГ разложения функций 

00 0, ,k mn    состоят из членов одной четности по λ. В 

нашем случае учтены результаты [20], из которых сле-
дует, что разложения функций 00 0, ,k mn    должны 

содержать члены всех порядков малости, начиная с 

00 0
4 5 4

, ,k mn    соответственно.  
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Напомним некоторые «технические» приемы, ис-
пользуемые в методе ЭИГ. 

В методе ЭИГ при дифференцировании любой 

функции по 0x  ее порядок малости повышается на еди-
ницу по сравнению с тем, который эта функция имела 
до дифференцирования. При дифференцировании по 

пространственным координатам kx  порядок малости 
функции сохраняется. 

Все выражения должны быть симметричны отно-
сительно замены первой частицы на вторую и второй 
на первую, т. е. одновременно выполняемых замен: 

; ; ; ;

; ; .k k k k k k

M m m M S s s S

R R

    
        

        (10) 

При обращении в нуль параметров m, s получае-
мые методом ЭИГ выражения должны совпадать с со-
ответствующими разложениями решения Керра, запи-
санными для частицы с параметрами M, S. 

Если неравенства выполняются для первой части-
цы, а параметры второй частицы удовлетворяют нера-
венствам 

4 3~ ; ~m r s r  ,                        (11) 

то в ПН-приближении вторую частицу можно рассмат-
ривать как пробную. В этом случае присутствие в систе-
ме второй частицы никак не влияет на динамические 
уравнения для первой частицы; что касается второй час-
тицы, то она движется в гравитационном поле, создавае-
мом первой частицей, как во внешнем поле. Вторая час-
тица является при этом пробной спиновой частицей.  

Исходные уравнения (2) записываются в каждом 
порядке приближения в виде одного уравнения 00, трех 
уравнений 0k и шести уравнений mn. Согласованность 
расстановки порядков малости (9) с уравнениями (2) 
проявляется в том, что выписанная цепочка уравнений 

200; k   , 2 10 ; kk    , 2 2; kmn     позволяет нахо-

дить последовательно величины 00 0
2 2 1 2 2

, ,k mn
k k k 
   . 

При этом предполагается, что используются коорди-
натные условия, согласованные с этой процедурой.  

 
 

4. Явный вид разложения решения Керра 
 
Приведем в явном виде главные члены разложений 

величин   по параметрам малости ,u m r v a r  , 

где  k ka s s . Разложения заимствованы из работы 

[20]. В выражениях для 00 , 0k , mn  ограничиваемся 

выписыванием только тех членов, которые содержат 

множители вида u, 2u . vu, 2vu , 2v u , 3v u . 
Тензор собственного углового момента mns , при-

веденного к единичной массе, имеет в решении Керра 
только одну отличную от нуля компоненту 12s , значе-

ние которой совпадает с величиной a. Таким образом,  

12 23 31 1 2 3; 0; 0; .s a s s s s s a              (12) 

Аксиальный вектор момента ks  связан с тензором mns  

стандартным соотношением 

3
1

; ; .
2mn mnc c c cab abs s s s s a                (13) 

Из выражений (12), (13) следует, что имеют место 
соотношения 

 
2

1 c cs s

a
 ;                             (14) 

  2
2 2

cos a a b bs x s x

a r
  .                 (15) 

Выражение для 00  в декартовых координатах за-

писывается в следующем виде: 

2 2
00 2 2

1
4 6 ...

3
a b a b

ab
s s x x

u u v u
a r

 
        

 
 

2

2 3 2

1
4 6 ...

3
a b

a b ab
x xm m m

s s
r r r r

 
      

 
    (16) 

Выражения для 01 02 03, ,    в декартовых коорди-

натах записываются в следующем виде: 

   2

0 3 4
2 2ka a ka a

k
m s x m s x

r r
     

       7 5
5 ...kc c a a b b ka a

a a
m s x s x s x m s x

s s
r r

      (17) 

Выражения для 11 22 33 12 13 23, , , , ,       в декар-

товых координатах записываются в следующем виде: 
2 2

4 2
2m n

mn mn
m x x m

r r
      

   2

5
...

mc c n nc c mm s x x s x x

r

               (18) 

При обращении в нуль величины mns  выражения 

(16)–(18) переходят в разложения решения Шварцшильда.  
 
 

5. Построение решения уравнений Эйнштейна, 
соответствующего двум керровским частицам 

 
5.1. Подход к использованию метода ЭИГ 
в задаче о двух керровских частицах 

 
Подход в принципиальном плане ничем не отлича-

ется от подхода, использованного при рассмотрении 
двух частиц, имеющих ненулевые массы, но не обла-
дающих собственными угловыми моментами (шварц-
шильдовых частиц). Специфика задачи состоит в сле-
дующем:  

1) функции 00 0, ,k mn    во всех порядках малости 

расщепляются на две части, 

00 00 00

0 0 0

ˆ

ˆ

ˆ
k k k

mn mn mn

     
     
     

.                        (19) 
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Первые части (с крышкой) являются решениями соот-
ветствующей задачи для двух шварцшильдовых частиц. 
Вторые части (с чертой) являются добавками, обязан-
ными своим появлением собственным моментам час-
тиц. Расщепление (19) может быть выполнено всегда 
без ограничения общности; 

2) разложения каждой из частей функций (19) по 
параметрам малости производятся так, чтобы они сов-
падали с разложениями точных решений Керра по ис-
пользуемым в процедуре ЭИГ двум параметрам мало-
сти (напомним, что в задаче о двух шварцшильдовых 
частицах использовался один параметр малости). В 
соответствии с разложениями точного решения (9) бу-
дет использоваться следующая расстановка порядков 
малости: 

00 00 00 00 00 00
2 4 6 4 6

0 0 0 0 0
3 5 3 5

4 6 4 5 6

ˆ ˆ ˆ ... ... ;

ˆ ˆ ... ... ;

ˆ ˆ ... ... .

k k k k k

mn mn mn mn mn mn

   
                

    
                  

    
                        

   (20) 

В разложении mn  для точного решения нечетный по-

рядок появляется в 5 -приближении; 
3) точные решения записываются при тех коорди-

натных условиях, которые используются в процедуре 
ЭИГ. В нашем рассмотрении это будут гармонические 
координатные условия.  

4) функции (20) подставляются в динамические урав-
нения и в координатные условия и находятся динамические 
уравнения и координатные условия, которым обязаны 
удовлетворять вторые части функций (с крышкой). 

5) полученные уравнения и условия решаются. 
Удовлетворяются при этом также и условия разрешимо-
сти динамических уравнений и координатных условий. 

 
 

5.2. Нахождение величины 0
5

k  

 
Процедуры метода ЭИГ могут быть применены 

практически в стандартной форме до того момента, 
пока не потребуется нахождение величины 0

5
k . Мы не 

будем выписывать соответствующих выражений из-за 
их громоздкости. Эти выражения с деталями их нахож-
дения будут приведены в препринте, который готовит-
ся к публикации.  

В данном разделе приведем лишь явное выражение 
для величины 0

5
k . Функция 0

5
k  находится из уравне-

ния 50 ;k    и координатного условия 5. .; 0 ;c c k   . 

Вычисление поверхностных интегралов от координат-
ного условия приводит к следующим условиям разре-
шимости: 

   
4 4

1 1 1 1
;

2 2 2 2l l l l
mM mM

M M m m
R R

           .  (21) 

В результате получаем 

 

   

   

   

0
5 1 1 10

2 2 2

3 4 2
1 1 1

3 3
1 1

3 3
1 1

ˆ 8 4 4

2

2 2

6 8

l l kk k
k

l l k l l k k

l l kl l k

l l k l l k

MmM mM

Rr Rr r

M X M X X M

r r r

mM X RmM X R

R r R r

mM R X mM X R

R r R r



   
    

   
   


  

 
  


  

   



 

 

 
3

1

8 ;
l l kmM R X

R r





                        (22) 

   

   
  

      

       

    

3
0 3 7

5 0 1 1

5 5
1 1

3 3 3
1 1 1

2 2

3 5 4
1 1 1

3 3 3 3
1 1

2 5

6

2 2 4

3 2

4

ka a
kc c a a b b

k

l l l l kka a
a a

l l k l l kl l kl l

l l kl lkl l kl l

l l kl l a ab b k

M S X
M S X S X S X

r r

M S X X SM S X
S S

r r

M S S M X S mM s R

r r R r

M X S XmM S R M S X

R r r r

mM X R S X mM X S R X

R r R r



 
 
   


  

  
   


   

  






  



   

  

   

3 5
1 1

5 3
1

5 3
1 1

4 12

6

6 4

kl l a ab b k

l l a ab b k

a ab b k kl l

mM s X mM X s R R

R r R r

mM X R X S R X

R r

mM X S R R mM S X

R r R r

 

 

  

  
5

1

6 .l l kl lmM X R S R

R r
                      (23) 

 
 

6. Способ нахождения динамических уравнений 
в ПН приближении 

 
Приведенное выше выражение для 0

5
k  необходи-

мо для нахождения динамических уравнений, опреде-
ляющих движение центров масс частиц, а также урав-
нений, определяющих производные по времени от 

спинов, т. е. величины 
3

mnS  и 
3

mns .  
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В выражение для 0
5

k  входят не величины 
3

mnS , 

3
mns , а величины 

3
mnS , 

3
mns . Уравнения для 

3
mnS  и 

3
mns  возникают после того, как величина 0

5
k  подстав-

ляется в координатное условие, связывающее 0 , 0
5

k  и 

,
6

ks s , и это условие используется для нахождения 

6
mn . Но полное выражение для 

6
mn  нет необходимо-

сти находить, достаточно найти только антисиммет-
ричную часть от 

6
mn  и потребовать обращения ее в 

нуль. Это условие и даст динамические уравнения для 
эволюции спинов.  

Уравнения поступательного движения частиц по-
лучаются по-прежнему путем интегрирования уравне-

ния 6;mn   . Новое в том, что, во-первых, имеет ме-

сто иная разбивка членов этого уравнения на роторную 

комбинацию и часть, обозначенную через 
18

1
i

i
  (иное 

количество i  и иной их явный вид). Во-вторых, при 

интегрировании  
18

1
i

i
  следует иметь в виду, что вкла-

ды вносят не только шварцшильдовы части ˆ , но и 

керровские части  . Стратегия нахождения уравне-

ний поступательного движения частиц состоит в нахо-
ждении ˆ ,  , которые вносят вклад в интеграл от  

6;mn   , и в вычислении этого интеграла. Заметим, 

что вклад величины 
6

mn  в интеграл равен нулю, по-

этому для этой цели 
6

mn  находить в явном виде нет 

необходимости. 
Результирующие динамические уравнения, опре-

деляющие движение центров масс частиц, совпадают с 
теми, которые приведены во многих работах. Напри-
мер, в работе [1]. Поэтому мы их не выписываем. Заме-
тим лишь, что из этих уравнений следуют законы со-
хранения энергии и вектора импульса частиц. 

 
 
7. Динамические уравнения для спинов 
 
Результирующие уравнения, определяющие дина-

мику спинов, полученные по изложенному выше спо-
собу, имеют следующий вид: 

     3 3 33
9 2 2c l l c l l c l l c

m m m
S R S R S S R

R R R
        ;  (24) 

     
3 3 33

9 2 2k l l k l l k l l k
M M M

s R s R s s R
R R R

        . (25) 

8. Изменение со временем полного момента 
 
Подстановка полученных динамических уравнений 

для спинов в уравнения для производной по времени от 
полного момента системы частиц приводит к следую-
щему выражению для c : 

      

      
3

3

2 9 2

2 9 2

c l l c l l c l l c

l l c l l c l l c

mM
S R R S R S

R
mM

s R R s R s
R

         

       

  

 
 

    

    

5 3

3 5

6 4

3 6

ml lml l l l
cmn n n

ml l l lml l
n cmn n

mM smM s R R R
R R

R R

mM S R R RmM s
R R

R R

    


       
 




 

   
3 3

3 4
ml l ml l

n n

mM S mM S
R R

R R

    


 
 

   5
3 l l l cl cl l

mM
S s R S s R

R
   .            (26) 

Анализ структуры правой части уравнения для c  

показал, что никаким переопределением полного момента 
импульса системы частиц невозможно добиться выпол-
нения закона сохранения момента в ПН приближении.  

Для системы спиновых частиц, находящейся в фо-
новом пространстве с плоской асимптотикой, вероятно, 
можно построить сохраняющуюся величину, аналогич-
ную полному угловому моменту. Однако эта величина, 
как следует из нашего рассмотрения, заведомо не будет 
сводиться к сумме орбитальных моментов частиц и их 
собственных угловых моментов.  

Полученный результат о несохранении полного 
углового момента системы частиц в ПН приближении 
выглядит необычно, однако этот результат, по-видимо-
му, не противоречит первым принципам ОТО. Скорее 
всего, аналогичные эффекты возникнут и в отношении 
энергии и импульса на каком-то этапе приближения.  

 
 

9. Численные оценки для гироскопов 
на спутнике GPB 

 
Для численных оценок будем использовать те же 

исходные данные для гироскопов, которые приведены в 
работе Андерсона [3]. Согласно этой работе, гироскопы 
представляли собой шары радиусом 1,9 смgr   и массой 

75 гm  . Начальная угловая скорость ω = 27000 рад/с. 

Спутник запущен на почти идеальную полярную орби-
ту радиусом 7027 кмR  . Орбитальная скорость гиро-

скопов 57,5 10 см/сv   . Отношение 52,5 10v c   . 

Отношение половины радиуса Шварцшильда Земли к 
радиусу орбиты гироскопов равно 
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106,5 10
M

R
  .                        (27) 

Оси гироскопов находились в плоскости орбиты спутника. 
Уравнение, которое использовано в работе [3] для 

оценки отклонения оси вращения гироскопов, выведено 
в самой работе с использованием псевдотензора энер-
гии-импульса Ландау – Лифшица [23]. Оно имеет вид 

      3

1
19 16

5k l l k l l k k l l
M

s s R R s R R s R R
R

      .  (28) 

Совместим плоскость орбиты спутника с плоско-
стью (x, y) и запишем изменение радиус-вектора в виде  

   1 2
2

cos ; sin ;R R t R R t
T


      .       (29) 

Из этих уравнений следует, что  

   1 2sin ; cosR t R t          .         (30) 

В начальный момент времени ориентация оси враще-
ния гироскопов совпадает с осью x, 

1(0) 0 21(0); 0s s s  .                       (31) 

Из уравнения Андерсона следует, что вклад в про-
изводные по времени от спина вносят два первых сла-
гаемых в правой части (28). После усреднения этих сла-
гаемых по орбите за время одного оборота получаем, что  

1 2

0 0
0;

s s M
T T

s s R
 

 
.                      (32) 

Таким образом, за один оборот вокруг Земли ось 
гироскопа смещается на угол  , равный 

92 1,27 10M R     .                   (33) 

Поскольку спутник GPB в функционирующем состоя-
нии должен был совершить около 5000 оборотов, то 
отсюда следует, что в эксперименте должны быть из-
мерены углы отклонения гироскопов порядка 

66 10 рад . 

Из уравнений для спинов (24), (25), полученных по 
методу данной работы, следует, что, во-первых, откло-
нение должно быть в 2 раза меньше, а во-вторых, что 
оси гироскопов отклоняются в сторону, противополож-
ную той, которая следует из уравнений (28). 

 
 

Выводы 
 
Насколько нам известно, процедура разложения 

решения Керра, записанного в гармонических коорди-
натах, никем до нашей работы (20) не производилась и, 
естественно, не использовалась для нормировки выра-
жений, получаемых методом ЭИГ. Это дает нам право 
высказать предположение, что правильность результа-
тов по движению спинов частиц, приводимых в других 
работах, должна быть проверена путем сравнения с 
разложениями решения Керра в разд. 4.  

Другим тестом правильности уравнений для спи-
нов, приводимых в литературе, является также отсутст-

вие антисимметричной части в выражении для 
6

mn , 

которая может появиться из координатного условия  
6. .;c c   .  

Теперь о величине отклонения направления оси 
вращения гироскопа на спутнике GP-B. Из проведенно-
го в разд. 9 рассмотрения следует, что наши уравнения 
(24), (25) дают для отклонения (в расчете на один обо-
рот вокруг Земли) величину /M R   , а уравнения 
(28) – величину 2 /M R   . Мы считаем, что ОТО 
предсказывает эффект, согласующийся с нашими урав-
нениями (24), (25). Крайне интересно дождаться ре-
зультатов эксперимента с гироскопами на спутнике 
Gravity Probe B! 

Из полученных результатов следует, что речь 
должна идти не только об эффектах отклонения от дви-
жения по геодезической прецессии и изменении ориен-
тации осей вращения, но и об изменении длин собст-
венных моментов, т. е. величин угловой скорости 
вращения. Убыстрение-замедление вращения гироско-
пов на различных участках мировой линии можно было 
бы зафиксировать и в лабораторных условиях без вы-
вода на околоземную орбиту. Для этого нужно набрать 
достаточную статистику количества оборотов, совер-
шаемых за одно и то же время гироскопом вокруг своей 
оси на участках, на которых проекция спина на радиус-
вектор положительна и отрицательна. Сравнение числа 
оборотов на этих двух участках может служить тестом 
по проверке ОТО.  

 
Авторы благодарят Л. С. Мхитарьяна за обсужде-

ние результатов работы. 
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