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Дается краткая характеристика современных численных методик и методов расчета турбу-

лентного перемешивания, которые используются как для описания модельных опытов, так и для 
решения конкретных практических задач. Отмечаются ключевые моменты, которые необходимо 
учитывать при обосновании результатов численного моделирования турбулентных течений, раз-
вивающихся из неустойчивости Рихтмайера – Мешкова, а также при разработке новых физиче-
ских моделей и численных методик.  

 
 
 

Введение 
 
В последние два десятилетия интенсивно развива-

ются методики расчета турбулентных течений. Еже-
годно появляются новые публикации, в которых моде-
ли турбулентности применяются для описания различ-
ных классов турбулентных течений. Для совершенст-
вования физических моделей и численных методик ре-
зультаты численного моделирования сравниваются с 
экспериментальными данными, выявляются недостатки 
существующих моделей и предлагаются способы их 
устранения. В процессе уточнения моделей турбулент-
ности методики расчета усложняются, а наиболее раз-
витые модели турбулентности включают в себя все 
большее число уравнений. 

Первые расчеты развитой турбулентности с ис-
пользованием уравнений Эйлера или Навье-Стокса 
(прямое численное моделирование турбулентности) 
показали ограниченность такого подхода из-за невоз-
можности смоделировать все масштабы турбулентно-
сти на существующих вычислительных системах ввиду 
недостатка быстродействия и объема памяти (для раз-
решения всех масштабов турбулентности нужны очень 
мелкие разностные сетки). 

Помимо методов прямого численного моделирова-
ния турбулентности разрабатываются полуэмпириче-
ские модели разного уровня сложности, в которых сис-
тема уравнений для средних газодинамических величин 
дополняется уравнениями для пульсаций. Первые по-
луэмпирические модели были весьма простыми ввиду 
использования при их выводе серьезных упрощающих 
предположений. Многочисленные экспериментальные 
расчеты показали, что область применимости простых 
моделей существенно ограничена, а точность модели-
рования характеристик турбулентности оставляет же-
лать лучшего. Тем не менее для грубой оценки разви-
тия ширины зоны турбулентного перемешивания (без 

учета изменения анизотропии турбулентности, пульса-
ций плотности, скорости диссипации и т. д.) в некото-
рых случаях могут быть использованы простейшие по-
луэмпирические модели с одним уравнением, например 
уравнением переноса кинетической энергии турбулент-
ности или турбулентной вязкости. Практика использо-
вания таких моделей показала, что входящие в модель 
константы требуют уточнения при моделировании но-
вого класса решаемых задач. Кроме того, при числен-
ном моделировании турбулентного перемешивания 
(ТП) в многослойных системах простейшие модели 
оказываются неприменимыми в ситуации, когда воз-
можно смыкание зон ТП.  

Следующей по сложности полуэмпирической мо-
делью турбулентности является широко известная K-ε 
модель. Для расчета турбулентных величин в K-ε моде-
ли используются два уравнения: для кинетической 
энергии турбулентности и скорости диссипации. Пер-
вый вариант модели опубликован более тридцати лет 
назад (смотри, например, [1]). С тех пор развито не-
сколько вариантов модели, однако возможности моде-
ли при описании характеристик турбулентности оста-
ются ограниченными. В частности, модель непримени-
ма для описания течений, в которых необходимо учи-
тывать анизотропию вихрей, отсутствуют удовлетвори-
тельные результаты моделирования взаимодействия УВ 
с турбулентным полем.  

Попытки улучшить качество численного модели-
рования турбулентных течений при наличии УВ приве-
ли к созданию ряда сложных полуэмпирических моде-
лей турбулентности (краткое рассмотрение этих моде-
лей дано ниже). В РФЯЦ-ВНИИЭФ наибольшее разви-
тие получила модель В. В. Никифорова [2–4]. К числу 
ее особенностей следует отнести учет влияния анизо-
тропии турбулентности, пульсаций плотности, сжи-
маемости и теплового расширения вещества на дина-
мику ТП. В настоящее время для моделирования одно-
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мерных и двумерных течений с учетом ТП создано не-
сколько пакетов программ [5], в которых эволюция ТП 
рассчитывается по модели В. В. Никифорова. При этом 
в одних методиках используется подход Эйлера, в дру-
гих расчеты ТП выполняются на эйлерово-лагранжевой 
сетке. О качестве численного моделирования ТП в од-
номерных течениях с использованием модели В. В. Ни-
кифорова можно судить по опубликованным результа-
там [2, 6, 7]. 

В последние годы совершенствованием модели 
В. В. Никифорова занимался В. И. Козлов, программ-
ная реализация модели выполнялась 
И. В. Сапожниковым  
в рамках методики ВИХРЬ [4]. В процессе модифика-
ции были разработаны схема описания взаимодействия 
УВ с турбулентным полем [8] и алгоритм инициализа-
ции ТП, основанный на анализе развития возмущения 
на контактной границе [9]. Кроме того, предложена 
модификация ряда корреляций, используемых в модели 
Никифорова, таких, как обменный тензор и коэффици-
ент турбулентной диффузии. Численное моделирование 
известных модельных опытов, выполненное по усо-
вершенствованной модели, продемонстрировало по-
вышение точности расчета характеристик турбулентно-
сти при обеспечении сходимости решения на последо-
вательности сгущающихся сеток. В настоящее время 
усовершенствованная В. И. Козловым модель 
В. В. Ники-форова реализована в нескольких одномер-
ных и двумерных методиках [5]. 

Помимо методик прямого численного моделиро-
вания, K-ε модели и модели В. В. Никифорова сущест-
вует еще ряд других методик, разработанных в анало-
гичных ВНИИЭФ научных центрах Англии, США, 
Франции. Для изучения возможностей современных 
методик расчета ТП, развивающегося на КГ из неус-
тойчивости Рихтмайера – Мешкова, привлекаются дан-
ные экспериментов. Для такого класса турбулентных 
течений экспериментальная информация представлена, 
например, в работах [2, 10–19]. В большей части ука-
занных работ изучалось лишь развитие ширины зоны 
турбулентного перемешивания (ЗТП) в широком диа-
пазоне чисел Маха падающей на КГ ударной волны при 
изменении чисел Атвуда и различной сжимаемости 
контактирующих газов. Такие эксперименты позволяют 
протестировать рост ширины зоны ТП в расчетах, но не 
дают информации о правильности моделирования от-
дельных характеристик турбулентности. Существует 
немногочисленная экспериментальная информация  
[18, 19], которая специально извлекалась из опытов  
с целью верификации отдельных уравнений полуэмпи-
рических моделей: уравнений для изменения продоль-
ной и поперечной кинетической энергии, уравнения для 
скорости диссипации как в безударных течениях, так  
и при наличии УВ. 

 Работа состоит из двух частей. В первой части 
кратко описываются современные методики и модели 
расчета ТП, возникающего из неустойчивости Рих-
тмайера – Мешкова. При описании современных мето-
дик расчета ТП использовались труды международных 

конференций по физике сжимаемого турбулентного 
перемешивания (материалы последних пяти конферен-
ций), а также публикации в периодических журналах. 
Во второй части рассмотрены ключевые проблемы чис-
ленного моделирования: инициализация ТП (расчет 
этапа развития неустойчивости и переход к ТП)  
и уменьшение погрешности численных методик. На 
взгляд автора от качества решения отмеченных про-
блем будет зависеть дальнейший прогресс в развитии 
физических моделей и в повышении точности описания 
ТП.  

 
 

1. Современные методы расчета ТП 
 
 Для численного моделирования развития неустой-

чивости и ТП, возникающих после прохождения УВ 
через КГ, в научных центрах различных стран разрабо-
тано значительное число методик, основанных на тех 
или иных методах учета ТП. Ниже рассматривается 
краткое описание только тех методик, которые исполь-
зовались при описании наиболее интересных и инфор-
мативных экспериментальных данных. 

В численных методиках расчета ТП сложной про-
блемой является инициализация ТП (проблема кор-
ректного задания начальных данных). Как правило, по 
опубликованным данным сложно судить, насколько 
близко к эксперименту выполнена инициализация ТП, 
особенно в тех случаях, когда отсутствует эксперимен-
тальная информация о начальных значениях амплитуды 
и длины волны возмущения КГ при проведении опыта. 
Известно, что результаты численного моделирования 
ТП зависят не только от физической модели ТП и точ-
ности численной методики, но и от используемого ме-
тода инициализации и опыта пользователя той или 
иной расчетной методикой. По этой причине мы не 
будем говорить о возможностях рассматриваемых ме-
тодик, а будем лишь констатировать, что авторам рас-
четов удалось получить по используемой модели при-
веденный в публикации результат.  

 Прямое численное моделирование. В последние 
несколько десятилетий интенсивно развивается на-
правление исследования развития неустойчивости и ТП 
на КГ на основе теоретического анализа, эксперимен-
тальных данных и прямого численного интегрирования 
уравнений Эйлера или Навье-Стокса (DNS – direct 
numerical simulations). Для интегрирования дифферен-
циальных уравнений используются различные подхо-
ды: методы конечных разностей и конечных объемов, 
спектральные методы и т. д. 

 Широкое применение в численных расчетах нашли 
методы интегрирования уравнений Эйлера и Навье-
Стокса с дроблением разностной сетки в окрестности 
больших градиентов газодинамических величин и ис-
пользования грубой сетки в области гладкости течения 
(AMR-Adaptive Mesh Refinement). Следует иметь в ви-
ду, что при использовании AMR подхода в расчете мо-
жет возникать нефизическая "сеточная турбулентность" 
(паразитические осцилляции из-за неравномерности 



 

 5

сетки), а для явных схем интегрирования такой подход 
приводит к уменьшению счетного шага (для обеспече-
ния условий устойчивости) и, как следствие, к удоро-
жанию расчета. Некоторые возможности такого подхо-
да продемонстрированы в работе [20] на примере мо-
делирования неустойчивости, возникающей на КГ тон-
кого газового слоя, ускоряемого УВ. Как показали ре-
зультаты численного моделирования, при постановке 
расчета во всех случаях для качественного описания 
данных экспериментов необходимо использовать дос-
товерную информацию о величине амплитуды и длины 
волны начального возмущения.  

 Возможности численного описания развития ши-
рины зоны ТП в известных экспериментах с использо-
ванием DNS методов можно оценить по результатам 
работ [21–24]. В работе [21] представлены результаты 
2D моделирования опытов по развитию ТП на границе 
Air-SF6 при числе Маха падающей на КГ ударной вол-
ны М = 1,21. Получено хорошее согласие между экспе-
риментальными, теоретическими и численными ре-
зультатами по развитию ширины зоны ТП после про-
хождения УВ через КГ (до момента взаимодействия 
сформировавшейся ЗТП с УВ, отраженной от торца 
трубы). Там же приведены 2D и 3D результаты расче-
тов экспериментов [15]. Демонстрируется, что резуль-
таты 3D моделирования лучше описывают эксперимен-
тальную ширину ЗТП, чем данные 2D расчета.  

 В работе [22] сообщаются данные по сравнению 
ширины зоны ТП на КГ SF6-Air, полученные в экспе-
рименте, 2D и 3D расчетах. Авторы отмечают хорошее 
согласие между 2D вычислениями и эксперименталь-
ными данными. В то же время 3D результаты дают не-
сколько меньшую ширину зоны ТП. Наблюдаемые рас-
хождения авторы объясняют использованием в расчете 
недостаточно подробной разностной сетки. Развитие 
ТП под действием УВ, падающей на КГ Kr-Xe при М = 
= 3,5 и на КГ SF6-Air при М = 1,45, исследовалось в 2D 
расчетах [23, 24]. Моделирование ТП выполнено с при-
менением эйлерово-лагранжевого (ALE-Arbitrary 
Lagrangian Eulerian) подхода в сочетании с методом 
концентраций. 

 Анализируя данные, приведенные в рассмотрен-
ных работах, можно заключить, что авторам в боль-
шинстве случаев удалось получить с помощью прямого 
численного моделирования согласие численных ре-
зультатов  
с экспериментальными данными по ширине зоны ТП. 
Однако немногочисленные опубликованные результаты 
DNS моделирования характеристик турбулентности 
оставляют желать лучшего. 

 Методы моделирования крупных вихрей. При 
высоких числах Re турбулентное течение содержит 
вихри самых различных размеров. Вследствие неустой-
чивости основного течения в потоке генерируются 
большие вихри. Движение этих крупных вихрей также 
неустойчиво и порождает мелкие вихри, которые,  
в свою очередь, передают энергию к еще более мелким 
вихрям. В результате многократных превращений 
крупных вихрей в мелкие (при этом происходит кас-

кадный перенос энергии от крупных вихрей к мелким) 
размеры вихрей становятся настолько малыми, что ос-
новную роль в их движении начинают играть силы вяз-
кости, которые приводят к диссипации кинетической 
энергии турбулентности в тепловую (внутреннюю) 
энергию.  

Как отмечалось выше, DNS моделирование на не-
достаточно подробной сетке пригодно для моделирова-
ния крупных вихрей, но не позволяет разрешить мел-
комасштабную турбулентность, когда размеры вихрей 
меньше линейного размера счетной точки. Для преодо-
ления трудностей, связанных с разрешением мелко-
масштабной турбулентности, в последние годы разви-
ваются методы моделирования крупных вихрей (LES – 
Large-Eddy Simulation).  

Рассмотрим идею LES методов на примере реше-
ния уравнений Навье-Стокса для несжимаемых жидко-
стей и уравнения неразрывности, записанных в тензор-
ной форме   

i i j i j

j i j j i

u u u u up
t x x x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ρ ∂ρ ∂ ∂∂ ∂
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u
x

∂
=

∂
. 

 
Известно, что в турбулентных течениях поля газодина-
мических величин пульсируют около некоторого сред-
него положения. Как обычно представим мгновенные 
поля скорости ( iu ) и давления (p) в виде суммы осред-

ненного (фильтрованного) и пульсационного полей  
i i iu u u′= + ,   p p p′= + . 

 
Для того чтобы получить относительно простые урав-
нения для фильтрованных величин, скорость усредня-
ется по Фавру (усреднение с весовой функцией – плот-
ностью). Применяя к выписанным исходным уравнени-
ям Навье-Стокса и неразрывности операцию фильтро-
вания, получим  

i i j i j

j i j j i

u u u u up
t x x x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ρ ∂ρ ∂ ∂∂ ∂
⎢ ⎥+ = − + μ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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0i

i

u

x

∂
=

∂
. 

 
При выводе последних уравнений использовались оп-
ределения 0, 0u p′ ′= = . Введем обозначение 
 

( )i j i j i ju u u uτ = −ρ − . 
 
В методе моделирования крупных вихрей i jτ  называ-

ется подсеточным напряжением Рейнольдса (SCS – 
SubGrid Scale stress). С учетом принятого обозначения, 
фильтрованные уравнения перепишем в виде 
 

i i j i j i j

j i j j j i

u u u u up
t x x x x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ρ ∂ρ ∂τ ∂ ∂∂ ∂
⎢ ⎥+ = − − + μ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 ; 
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Сравнивая исходные и фильтрованные уравнения, 
замечаем, что в фильтрованных уравнениях вместо 
мгновенных значений скорости и давления использу-
ются осредненные значения этих величин и присутст-
вует одно дополнительное слагаемое. Это указывает на 
то, что фильтрованные уравнения будут (как и исход-
ные уравнения) пригодны для описания крупномас-
штабных вихрей, а для описания мелкомасштабной 
турбулентности следует использовать возможности 
дополнительного слагаемого.  

Для разрешения мелкомасштабной турбулентности 
на грубых разностных сетках Смагоринский [25] пред-
ложил вычислять i jτ  через вихревую вязкость:  

 
1 2
3

i j
i j k k i j t t i j

j i

u u
S

x x

⎛ ⎞∂ ∂
τ − τ δ = μ + = μ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 ; 

( )2t sC Sμ = ρ Δ  ; i j i jS S S= , 
 

где tμ  – вихревая вязкость; Δ – ширина фильтра, кото-

рый пропорционален линейному размеру ячейки; sC  – 

постоянная Смагоринского. Общий класс фильтров для 
LES методов рассмотрен в работе [26] и здесь не обсу-
ждается. Предполагается, что при таком подходе, в от-
личие от методов прямого численного моделирования, 
уже не требуется измельчения сетки, чтобы описать 
мелкомасштабную турбулентность. 

 Модель Смагоринского для определения вихревой 
вязкости использовалась многими авторами при моде-
лировании различного класса турбулентных течений.  
В результате было установлено, что одно и то же зна-
чение постоянной Смагоринского непригодно для опи-
сания различных классов рассчитываемых течений.  
В работе [27] для определения вихревой вязкости пред-
ложен динамический метод, в котором коэффициент 
вихревой вязкости не является постоянной величиной,  
а зависит от характеристик течения и вычисляется для 
каждой ячейки разностной сетки. 

 В настоящее время модели турбулентности с мас-
штабами меньшими линейного размера счетной ячейки, 
все более совершенствуются. Для получения высокой 
разрешимости в LES методах используются разностные 
схемы высокого порядка точности (смотри, например, 
[28]). Повышение точности LES методов направлено на 
уменьшение диссипативной ошибки и устранение "се-
точной турбулентности". 

 K-ε модель. В методах прямого численного моде-
лирования и LES методах существует проблема описа-
ния мелкомасштабной турбулентности. В этой связи 
для численного моделирования турбулентных течений 
разрабатываются альтернативные подходы. Одним из 
таких подходов является построение математических 
моделей, основанных на разбиении системы уравнений 
Навье-Стокса на две подсистемы: одна – для определе-
ния осредненного течения, другая – для вычисления 

пульсационных составляющих. Для получения уравне-
ний мгновенные (истинные) значения газодинамиче-
ских величин представляются в виде 

 
′φ = φ + φ , 

 
где φ  – усредненное по ансамблю реализаций значе-
ние, а ′φ  – флуктуации (пульсации) соответствующей 
величины. 

Такой подход имеет принципиальный недостаток: 
система уравнений для осредненного течения является 
незамкнутой. К настоящему времени проблема замыка-
ния системы не разрешена строго математически. По-
этому для замыкания уравнений привлекаются какие-
либо приближенные теоретические гипотезы, которые 
строятся на анализе экспериментальных данных. По-
строенные таким образом модели называются полуэм-
пирическими. Одной из наиболее известных и широко 
используемых полуэмпирических моделей турбулент-
ности является Κ-ε модель. 

Идея описывать турбулентность локальными ха-
рактеристиками турбулентности как кинетическая 
энергия (Κ) и ее масштаб принадлежит 
А. Н. Колмогорову [29, 30]. Уравнение для Κ было по-
лучено А. Н. Колмогоровым из энергетических сооб-
ражений. Впервые уравнение для скорости диссипации 
турбулентной энергии (ε) получил Б. И. Давыдов [31, 
32]. Впоследствии Launder с соавторами [1, 33] развили 
модель с двумя уравнениями для Κ и ε и использовали 
ее при расчете свободных сдвиговых и пристенных те-
чений. С тех пор над совершенствованием модели ра-
ботало много авторов. В результате на сегодняшний 
день существует несколько версий Κ-ε модели (смотри, 
например, [34–36]).  

 Работы, в которых Κ-ε модель используется для 
моделирования ТП, возникающего на КГ газовых слоек 
под действием УВ, на сегодняшний день практически 
отсутствуют. Отметим работу [37], в которой рассчи-
тывается ТП на границе ПВ-Air (ПВ-продукты взрыва)  
и приводятся сравнительные данные по ширине ЗТП 
(см. рис. 5 в [37]).  

Довольно ясно, что возможности Κ-ε модели для 
описания сложных турбулентных течений ограничены. 
Во-первых, Κ-ε модель не моделирует анизотропию 
турбулентных вихрей, что сужает класс рассчитывае-
мых течений. Во-вторых, Κ-ε модель не учитывает 
пульсации плотности в турбулентном поле, что важно  
в расчетах развития ТП на КГ с большими перепадами 
плотностей. Как было отмечено выше, численное моде-
лирование турбулентности в газовых системах при на-
личии ударных волн с использованием Κ-ε модели вы-
зывает затруднения, а имеющиеся проблемы связаны  
с большими градиентами газодинамических величин на 
фронте конечно-разностной УВ. Для преодоления от-
меченных трудностей в работе [36] на фронте УВ вели-
чина турбулентных потоков ограничивается алгебраи-
ческими соотношениями с использованием условий 
реализуемости. В таком виде Κ-ε модель апробирова-
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лась на известных экспериментах [2, 12]. Сравнение 
результатов численного моделирования выполнено по 
ширине зоны ТП. Можно отметить удовлетворительное 
согласие с данными экспериментов.  

 Multiple-time-scale подход. Как было отмечено 
выше, полуэмпирические модели турбулентности ис-
пользуют подход Рейнольдса, основанный на представ-
лении мгновенных значений газодинамических вели-
чин в виде суммы осредненной и пульсационной со-
ставляющих. В результате такого представления мгно-
венных значений газодинамических величин исходная 
система уравнений Навье-Стокса разбивается на две 
подсистемы: одна – для определения осредненного те-
чения, другая – для вычисления пульсационных состав-
ляющих. Таким образом, классические модели исполь-
зуют для описания турбулентного поля один масштаб 
турбулентности (один временной масштаб). Физически 
это означает использование гипотезы об универсально-
сти формы спектра. В действительности турбулент-
ность характеризуется широким спектром флуктуаций 
с различными амплитудами и длинами волн и турбу-
лентных взаимодействий, связанных с различными час-
тями спектра. 

 В работе [38] описывается оригинальная идея, ос-
нованная на представлении мгновенных значений газо-
динамических величин в виде суммы конечного ряда. 
Например, для компонент скорости это представление 
записывается в виде 

 
1 2 3 n

i i i i i iu u u u u u= + + + + +… , 
 

где iu  – усредненное по ансамблю реализаций значе-

ние мгновенной скорости, а m
iu  – флуктуации скорости  

в диапазоне волновых чисел 1m mk K k− < < , 

01 , 0m n k≤ ≤ = . Границы разбиения пульсаций по 

волновым числам в процессе вычислений изменяются, 
поскольку диапазон распределения энергии по спектру 
с течением времени может отличаться от начального. 
При таком подходе для моделирования турбулентности 
в каждом диапазоне волновых чисел можно использо-
вать какую-либо модель ТП. 

Идея работы [38] в упрощенном виде была реали-
зована и представлена в [39]. При описании турбулент-
ного поля использовались два характерных масштаба 
длины. Энергетический спектр разделяется на два диа-
пазона по волновым числам: первый диапазон связан  
с малыми волновыми числами (энергосодержащими 
вихрями), второй – со средними и большими волновы-
ми числами (вихри конечного размера в диапазоне пе-
реноса и диссипации энергии). Для моделирования тур-
булентного поля как в первом, так и во втором диапа-
зонах используются уравнения Κ-ε модели. Связь урав-
нений на границах диапазонов осуществляется через 
поток энергии между первым и вторым спектральными 
диапазонами и через поток энергии между второй спек-
тральной областью и диссипативной областью, соот-
ветствующей колмогоровскому масштабу. 

В работе [40] two-time-scale подход с Κ-ε моделью 
турбулентности использовался при моделировании 
опыта Barre [18]. Получены близкие к эксперименту 
результаты. 

 Модель В. В. Никифорова. В начале 70-х годов 
прошлого столетия сотрудниками теоретического  
и математического отделений ВНИИЭФ были начаты 
работы по разработке методик и программ для модели-
рования одномерных течений с учетом ТП. Среди пред-
ложенных моделей наибольшее развитие получила по-
луэмпирическая модель В. В. Никифорова [41]. Отме-
тим три важные проблемы численного моделирования 
ТП, которые не удалось должным образом решить 
В. В. Никифорову из-за отсутствия быстродействую-
щих вычислительных систем с большой памятью, не-
развитостью теоретических моделей для расчета этапа 
развития неустойчивости, недостатком эксперимен-
тальной информации для всесторонней верификации 
модели. Первая проблема связана с методом инициали-
зации ТП, вторая проблема заключается в построении 
сходящегося разностного решения уравнений ТП на 
последовательности измельчающихся сеток, третья 
проблема – взаимодействие турбулентного поля с УВ 
(подробности смотри в [5]). 

Начиная с 1999 г., В. И. Козловым в рамках мето-
дики ВИХРЬ [4] ведется работа по совершенствованию 
полуэмпирической модели ТП, предложенной В. В. Ни-
кифоровым. В результате были разработаны схема опи-
сания взаимодействия УВ с турбулентным полем и ал-
горитм инициализации ТП, основанный на анализе раз-
вития возмущения контактной границы (второй способ 
инициализации ТП предложен в работе [42]). Кроме 
того, предложена модификация ряда корреляций, ис-
пользуемых в модели Никифорова, таких, как обмен-
ный тензор и коэффициент турбулентной диффузии. 
Предложенные В. И. Козловым модификации модели 
В. В. Никифорова позволили улучшить качество моде-
лирования некоторых характеристик турбулентности  
и обеспечить сходимость решения на последовательно-
сти сгущающихся сеток [8, 9].  

При численном описании взаимодействия турбу-
лентного поля с УВ в модифицированной В. И. Козло-
вым модели ТП интегрируется уравнение для скорости 
диссипации отличное от уравнения вне фронта. Для 
определения точек конечно-разностной сетки, принад-
лежащих фронту УВ, в рамках методики ВИХРЬ было 
разработано несколько алгоритмов (см., например, [5, 
8]).  

Дальнейшее уточнение модели В. В. Никифорова  
и улучшение точности результатов расчетов будет свя-
зано с совершенствованием диагностических методов  
и приборов, предназначенных для обработки экспери-
ментальных данных (необходимо извлекать более точ-
ную информацию о характеристиках турбулентности), 
повышением качества теоретических исследований  
и доработкой численных методик.  

 На сегодняшний день усовершенствованная мо-
дель В. В. Никифорова является единственной, которая  
с удовлетворительной точностью описывает характери-
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стики турбулентности как в опыте Barre [18], так и в 
опыте Poggi [19].  

 
 BHR модель. Отправной точкой для вывода полу-

эмпирической модели BHR (Besnard, Harlow, Rauen-
zahn) служат уравнения Навье-Стокса для сжимаемой 
жидкости, уравнение неразрывности, энергии и уравне-
ние для массовой концентрации [43, 44]. Подобно мно-
гим другим классическим моделям турбулентности 
BHR модель основана на разложении гидродинамиче-
ских переменных на средние и пульсационные состав-
ляющие. Как и при выводе модели В. В. Никифорова,  
в BHR модели мгновенные значения плотности пред-

ставляются в виде суммы ′ρ = ρ + ρ , где 
1

1 N
n

nN =
ρ = ρ∑  – 

усреднение по ансамблю реализаций, 0′ρ = . Мгновен-
ные значения скорости (U), внутренней энергии (Е)  
и массовой концентрации (с) усредняются по Фавру 
(усреднение с весовой функцией – плотностью). Отли-
чительная особенность модели состоит в том, что она 
включает все корреляции второго порядка, которые 
могут быть выведены из флуктуаций скорости и плот-
ности. 

При замыкании системы уравнений корреляции 
высокого порядка выражаются через корреляции вто-
рого порядка. Система уравнений состоит из четырех 
уравнений для средних величин (ρ, U, Е, с) и восьми 
уравнений для корреляций k , k⊥ , xa , B , D , D⊥ , 

a xD , BD , где ( ) xi j x y y z zk Tr K K K K= = + +  – тур-

булентная кинетическая энергия (след тензора i jK ); x, 

y, z – пространственные координаты; i jK =  

( )i j i ju u u u= ρ −ρ ρ ; ( )x x x xk k u u u u⊥ = − ρ −ρ ρ ; 

x xa u′ ′= ρ ρ  – поток турбулентной массы в основном 

направлении течения; B ′ ′= ρ ρ ρ  – двойная корреляция 

пульсаций плотности; ( )i j x x y y z zD Tr D D D D= = + +  – 

диссипативная функция для k ; x x

k k

u u
D D

x x⊥
′ ′∂ ∂

= −
∂ ∂

 – 

диссипативная функция для k⊥ ; x
a x

k k

u
D

x x

′∂′∂ρ
=
∂ ∂

 – 

диссипативная функция для xa ; B
k k

D
x x
′ ′∂ρ ∂ρ

=
∂ ∂

 – дис-

сипативная функция для B . BHR модель содержит 17 
модельных констант.  

 Можно отметить, что в BHR модели для описания 
характеристик турбулентности используется уравнений 
больше, чем в модели В. В. Никифорова. Как отмечают 
авторы [45], модель создавалась для описания течений, 
в которых неустойчивость развивается под действием 
УВ. Отметим, что пока по BHR модели не удалось по-
лучить описание экспериментальных данных по харак-

теристикам турбулентности.  
Модель с пятью уравнениями. Следующая мо-

дель (будем называть ее GSG моделью), предложенная 
французскими исследователями, представлена в рабо-
тах [46, 47]. В GSG модели каждая величина является 
случайной переменной и представляется в виде суммы 
среднего значения и пульсационной составляющей. Как 
обычно, плотность и давление усредняются по ансамб-
лю реализаций, скорость (u), внутренняя энергия (e)  
и массовая концентрация (с) – по Фавру. Помимо урав-
нений для средних газодинамических величин модель 
включает в себя пять уравнений для описания турбу-
лентных величин: 11R u u′′ ′′= ρ ρ , 22R v v′′ ′′= ρ ρ  – 

две компоненты тензора напряжений Рейнольдса; ε – 
скорость диссипации в предположении изотропности 
турбулентности; u u′′ ′ ′′= − ρ ρ  – поток турбулентной 

массы; 2′ρ  – квадрат пульсаций плотности (один 
штрих у величины означает осреднение по Рейнольдсу, 
два штриха – осреднение по Фавру). Уравнения для 
корреляций получены из усредненных уравнений На-
вье-Стокса, уравнения неразрывности и внутренней 
энергии. Для учета анизотропии тензора напряжений 
Рейнольдса используется тензорная турбулентная диф-
фузия. GSG модель содержит 15 модельных констант.  

 Одномерная версия модели реализована в пакете 
программ MELT-2O. GSG модель использовалась для 
моделирования опытов [15, 19], проведено сравнение  
с данными DNS моделирования. Удовлетворительные 
результаты достигнуты при описании опыта Poggi. 

 Многокомпонентные (многофазные) методики. 
В английском научном центре (Atomic Weapons Es-
tablishment, Aldermaston) для моделирования турбу-
лентных течений с 1982 года группой D. Youngs разра-
батывается 3D методика (TURMOIL 3D), основанная на 
интегрировании системы уравнений Эйлера для двух 
компонент [48–50]. Модель включает два уравнения 
неразрывности (для каждой компоненты смеси), два 
уравнения переноса импульса, два уравнения для пере-
носа внутренней энергии, уравнение для кинетической 
энергии турбулентности и уравнение для определения 
турбулентного масштаба длины [51]. Для замыкания 
системы уравнений используются феноменологические 
связи между компонентами (фазами) с учетом сил со-
противления, диффузии (массовой, турбулентной), дис-
сипации, добавочной массы. Уравнение для кинетиче-
ской энергии турбулентности берется как и в К-ε моде-
ли. Для скорости диссипации кинетической энергии 
используется простейшее соотношение 

0,50,09 tkε = ρ A , где tA  – турбулентный масштаб дли-
ны. Дальнейшие подробности описания физической 
модели, численной методики и некоторых результатов 
расчетов можно найти в работах [52–54]. Следует отме-
тить, что каких-либо данных о сравнении результатов 
расчетов, полученных с использованием многокомпо-
нентных методик, с экспериментальной информацией 
по моделированию характеристик турбулентности, воз-
никающей из неустойчивости Рихтмайера – Мешкова, 
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не было опубликовано. 
 
 Спектральные методы. В последние годы иссле-

дователи обратили внимание на важность минимизации 
погрешности аппроксимации дифференциальных урав-
нений (при их замене конечно-разностным методом) 
при численном моделировании турбулентности с ис-
пользованием DNS и LES методов. В работе [55] отме-
чается, что успех применения LES методов зависит не 
только от выбранной подсеточной модели для вычис-
ления напряжений Рейнольдса, но и определяется точ-
ностью используемой численной модели. 

В качестве альтернативы использования конечно-
разностных методов решения дифференциальных урав-
нений рассматриваются спектральные методы (с целью 
минимизации погрешности аппроксимации). Главным 
достоинством спектральных методов следует считать 
высокую скорость сходимости решения. Вследствие 
высокой точности спектральных методов при одном  
и том же объеме вычислений можно исследовать тече-
ния с более высокими числами Рейнольдса. Спектраль-
ные методы в основном используются при расчете про-
стых турбулентных течений, но в силу своей неразви-
тости не имеют применения в численном моделирова-
нии ТП при наличии УВ [56, 57]. 

 Методики ВНИИТФ. Как и в РФЯЦ-ВНИИЭФ, 
развитие методик расчета ТП в РФЯЦ-ВНИИТФ имеет 
давнюю историю. В методиках РФЯЦ-ВНИИТФ реали-
зовано несколько моделей учета ТП. Первая модель ( -
v модель), предназначенная для оценки ширины зоны 
ТП, развита В. Е. Неуважаевым [58] как обобщение 
модели Беленького-Фрадкина [59]. Помимо -v модели, 
для расчета одномерных турбулентных течений 
В. Е. Не-уважаев и В. Г. Яковлев [34] широко исполь-
зовали также K-ε модель. Эти модели совершенствова-
лись авторами на протяжении длительного времени, 
оставаясь основным инструментом для численного ис-
следования широкого класса течений с учетом ТП.  

В последние годы в рамках одномерной методики 
MUZA М. Анучин и М. Анучин [60] развивают более 
сложную полуэмпирическую модель, основанную на 
представлении мгновенных значений газодинамиче-
ских величин в виде суммы усредненной и пульсаци-
онной составляющих. О возможностях разрабатывае-
мой модели можно будет говорить, когда появятся ре-
зультаты моделирования каких-либо экспериментов. 

 
 
2. Проблемы численного моделирования 
 
В предыдущем разделе рассмотрено несколько 

подходов и методов моделирования турбулентных те-
чений. Разумеется, приведенная в работе информация 
является неполной. Дополнительная информация по 
методам моделирования ТП представлена в [61]. Таким 
образом, на сегодняшний день существует довольно 
много подходов для моделирования турбулентных те-
чений. Тем не менее качество численного моделирова-

ния не всегда удовлетворяет желаниям исследователей. 
В связи с этим остановимся на некоторых проблемах 
численного моделирования течений с учетом ТП, кото-
рые оказывают заметное влияние на качество решения. 

О разрешимости масштабов турбулентности. 
Некоторое время назад на основе теоретических оценок 
был сделан пессимистический вывод о возможности 
численного моделирования развитой турбулентности 
на основе DNS методов на существующих вычисли-
тельных машинах. Действительно, при больших числах 
Рейнольдса (Re) наибольший масштаб турбулентности 
(L) в случае однородной турбулентности составляет 
величину линейного размера наибольших вихрей. В ка-
честве наименьшего масштаба длины ( ) в турбулент-
ности принимается диаметр вихрей, вклад которых 
максимален в процесс диссипации турбулентной энер-
гии в тепловую энергию. Для течений при больших 
числах Re была получена оценка числа точек разност-
ной сетки, необходимых для разрешения в одномерном 
расчете всех масштабов турбулентности RenM L ≈∼ A , 
где n ≈ 3/4 в случае однородной турбулентности [62]  
и n ≈ 7/8 в случае течения в канале. В настоящее время 
величина М 

3 используется как нижний предел для чис-
ла точек разностной сетки, необходимых при использо-
вании DNS методов для описания всех масштабов  
в трехмерных турбулентных течениях. Согласно этой 
оценке для моделирования развитой однородной тур-
булентности (Re ∼ 106÷108) следует использовать сетку  
с числом точек 3 9/4 13 18Re 3 10 10M ≈ ⋅ ÷∼ , что требует 
нереально больших затрат компьютерного времени. Из 
этой оценки (и данные расчетов это подтверждают) 
также вытекает, что DNS методы можно с успехом ис-
пользовать при моделировании течений жидкостей, 
имеющих большую вязкость (малые числа Re). Отсюда 
можно заключить, что расчеты развитой турбулентно-
сти на грубых сетках позволяют разрешить крупно-
масштабную турбулентность, но остаются неразрешен-
ными масштабы турбулентности, которые меньше ми-
нимального размера счетной ячейки.  

 Чтобы устранить проблему разрешимости масшта-
бов были разработаны методы подсеточного моделиро-
вания (LES), которые позволяют на грубой сетке полу-
чить разрешение масштабов турбулентности, близкое  
к DNS моделированию, выполненному на более под-
робной сетке.  

Неравномерная разностная сетка, возникнове-
ние "сеточной турбулентности", преобладание 
схемной вязкости над физической. Рассмотрим, ка-
кую роль оказывают ошибки разностной аппроксима-
ции дифференциальных уравнений на качество числен-
ного решения. Известно [63], что в погрешность разно-
стных схем входят дисперсионные слагаемые, которые 
являются причиной немонотонности численного реше-
ния  
в окрестности больших градиентов газодинамических 
величин или при использовании в расчете неравномер-
ной разностной сетки. Для подавления паразитических 
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осцилляций численного решения в разностные схемы, 
как правило, вводится дополнительное диссипативное 

слагаемое  (счетная вязкость), которое увеличивает 
дис- 
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Рис. 1. Профиль плотности, М = 200, t = 1,25 

 
 

сипативную ошибку. Более сложный в реализации спо-
соб уменьшения амплитуды осцилляций заключается  
в уменьшении дисперсионной ошибки используемой 
разностной схемы.  

Чтобы продемонстрировать влияние дисперсион-
ной ошибки на качество решения одномерных уравне-
ний газовой динамики по схеме второго порядка точно-
сти, рассмотрим следующую задачу. В области 0 ≤ x ≤ 2 
находится газ с параметрами: ρ1 = 1,0 , u1 = 0 , E1 = 0,0. 
Левая граница – жесткая стенка. К правой границе при-
кладывается постоянное давление p2 = 2. Уравнение 
состояния – идеальный газ с γ = 3. В результате прило-
женного давления на правой границе формируется УВ, 
которая движется по направлению к левой границе, 
отражается от левой границы при t = 1 и затем движет-
ся направо. Задача считалась на равномерной и неравно-
мерной разностных сетках с использованием квадратич-
ной искусственной вязкости. Для уменьшения энтропий-
ного следа, возникающего на левой границе счетной об-
ласти в процессе формирования УВ, в расчете использо-
вался метод искусственной теплопроводности. 

Профиль плотности, полученный в расчете на рав-
номерной сетке с числом точек М = 200, на момент вре-
мени t = 1,25 приведен на рис. 1. Как следует из рис. 1, на 
равномерной разностной сетке рассчитанный профиль 
плотности является монотонной функцией координаты. 

Эта задача была также решена на неравномерной 
разностной сетке. В интервале 0 ≤ x ≤ 0,5 сетка была 
расставлена равномерно по расстоянию (M1 = 33). В 
интервале 0,5 ≤ x ≤ 1,0 было взято 70 точек со знамена-
телем геометрической прогрессии q = 0,975. В интерва-
ле 1,0 ≤ x ≤ 1,5 было взято 70 точек со знаменателем 

геометрической прогрессии q = 1,025. В интервале  
1,5 ≤ x ≤ 2,0 сетка была расставлена равномерно по рас-
стоянию (M4 = 33). Результаты этих расчетов без ис-
пользования метода искусственной теплопроводности 
представлены на рис. 2. Приведенные результаты де-
монстрируют появление "сеточной турбулентности" во 
всей области течения за фронтом УВ.  

Сопоставление результатов, приведенных на рис. 1 
и 2, показывает, что наличие "сеточной турбулентно-
сти" в расчетах течений с учетом ТП, выполненных на 
неравномерных сетках, может заметно изменить харак-
теристики турбулентного поля по сравнению с расче-
тами, выполненными на равномерной сетке.  

Второй тип погрешности – диссипативная ошибка 
разностной схемы – в расчетах развитой турбулентности 
приводит к преобладанию схемной (счетной) вязкости 
над физической. Поскольку на неравномерных сетках 
счетное число Re является функцией линейного размера 
ячейки  
и характеристик течения, а не физической вязкости, рас-
считанные DNS или LES методами характеристики тур-
булентности могут не соответствовать физике процесса. 

Чтобы уменьшить влияние схемных погрешностей 
на качество моделирования в последние годы уделяется 
все большее внимание вопросам повышения точности 
численных методик и обоснованию результатов расче-
тов. Например, в работе [64] развита оптимизированная 
разностная методика для LES моделирования турбу-
лентных течений при наличии сильных УВ.  

Инициализация ТП. При численном моделирова-
нии ТП в слоистых системах с использованием как по-
луэмпирических моделей турбулентности, так и мето-
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дов прямого численного моделирования существует 
проблема инициализации ТП. Действительно, полуэм-
пирические модели турбулентности предназначены 

лишь для расчета развитой турбулентности и не при-
годны для расчета этапа развития неустойчивости. Этап 
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Рис. 2. Профиль плотности, t = 1,3 

 
 

развития неустойчивости и переход к ТП в таких мето-
диках должен рассчитываться с использованием каких-
либо теоретических моделей или путем прямого чис-
ленного моделирования. В такой ситуации к моменту 
включения в расчет полуэмпирической модели турбу-
лентности необходимо на каждой контактной границе 
определить параметры инициирования ТП: время пере-
хода от этапа развития неустойчивости к ТП (время 
включения уравнений ТП в расчет), ширину начальной 
(возмущенной) зоны и значения турбулентных величин 
в начальной зоне (начальные и граничные условия для 
корректной постановки дифференциально-разностной 
задачи). В DNS и LES методах этап развития неустой-
чивости рассчитывается без привлечения других мето-
дов, а инициализация ТП заключается лишь в задании 
начальной шероховатости на КГ. 

В настоящее время для расчета этапа развития не-
устойчивости в методиках ИТМФ, основанных на мо-
дели В. В. Никифорова, используются два метода ини-
циализации ТП [8, 42], которые позволяют определить 
начальную информацию для решения уравнений ТП.  
В методах инициализации [8, 42] предполагается, что 
шероховатость падающей на контактную границу УВ 
равна нулю (фронт УВ является идеально плоским).  
В некоторых задачах это не так. Например, встречают-
ся опыты, в которых УВ формируется из детонацион-
ной волны, образующейся при инициировании взрыв-
чатого вещества в конечном числе точек, расположен-
ных на некотором удалении друг от друга. В таких 
опытах фронт УВ перестает быть плоским, и требуется 
уточнение модели для расчета развития неустойчиво-
сти.  

Основная неопределенность методов инициализа-

ции ТП [8, 42] обусловлена отсутствием точных знаний 
о значениях амплитуды (а0) и волнового числа (k0) на-
чального возмущения. Однако следует иметь в виду, 
что при расчете линейного этапа развития неустойчи-
вости по теоретическим моделям вместо двух неопре-
деленных параметров (а0 и k0) требуется задать лишь 
их комбинацию а0k0 (в линейной теории скорость роста 
амплитуды зависит от произведения а0k0). При этом  
в большинстве случаев можно дополнительно привле-
кать условие малости амплитуды начального возмуще-
ния 0 0 1a k � . В расчетах нелинейной стадии развития 

неустойчивости значения амплитуды и длины началь-
ного возмущения выбираются на основе накопленного 
опыта при численном моделировании экспериментов.  

Сложность моделирования турбулентных течений 
настолько значительна, что каждый расчет задачи пред-
ставляет собой небольшое научное исследование и тре-
бует обязательного обоснования полученных результа-
тов (сравнение с теоретическими моделями расчета 
этапа развития неустойчивости и данными эксперимен-
тов, выполнение расчетов на сходимость при измельче-
нии разностной сетки и т. д.). 

 Отметим, что полуэмпирические модели турбу-
лентности имеют, по крайней мере, два важных пре-
имущества перед DNS и LES моделированием: 

– нет проблемы разрешимости масштабов и, сле-
довательно, не требуется мелкой разностной сетки при 
проведении расчета; 

– несмотря на то, что “сеточная турбулентность” 
имеет место при расчете мгновенных значений газоди-
намических величин, она не может оказывать заметно-
го влияния на точность описания характеристик турбу-
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лентности. 
 

Заключение 
 

В работе дано краткое описание современных ме-
тодик расчета ТП. При разработке новых методик или 
сопоставлении возможностей уже существующих не 
следует забывать, что имеются, по крайней мере, две 
проблемы, без решения которых нельзя с уверенностью 
сказать, какая методика точнее моделирует турбулент-
ные течения. Первая проблема (проблема инициализа-
ции турбулентности) касается всех без исключения фи-
зических моделей и численных методик. Ввиду отсут-
ствия точных знаний о величине амплитуды и длины 
волны начального возмущения контактной границы, 
критерия перехода от неустойчивости к ТП эта пробле-
ма остается до сих пор острой. Вторая проблема (по-
вышение точности численных методик для устранения 
"сеточной турбулентности") в большей степени важна 
при использовании DNS и LES методов, чем при ис-
пользовании полуэмпирических моделей турбулентно-
сти. Это означает, что какую бы физическую модель 
турбулентности мы ни разработали, результаты расче-
тов по модели будут зависеть от качества решения ука-
занных проблем. 

Работа выполнялась при частичной финансовой 
поддержке научной школы академика РАН Ю. А. Трут-
нева (код школы: НШ-5406.2006.2). 
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