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Рассматривается движение дираковской частицы в гравитационном поле, опи-
сываемом решением Керра. Доказывается, что эволюция волновой функции опре-
деляется эрмитовым гамильтонианом, если используется сопутствующая система 
отсчета.  

 
 
 

1. Введение 
 
В последнее время появился ряд публикаций по 

вопросам, связанным с описанием движения дира-
ковских частиц в гравитационных полях (см., напри-
мер, [1–6]). Общая логика таких работ сводится к запи-
си уравнения Дирака в форме уравнения Шредингера, 
доказательстве эрмитовости возникающего при этом 
оператора Гамильтона и анализе физических эффектов, 
вытекающих из полученного гамильтониана. 

Такая логика представляется вполне естественной, 
однако на пути ее реализации имеется одно принципи-
альное препятствие. Препятствие обусловлено свобо-
дой выбора системы реперных векторов, используемых 
в уравнении Дирака и влияющих на физические эффек-
ты. Поясним подробнее суть дела. 

Уравнение Дирака для биспинора   имеет, как 

известно, следующий вид: 
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Входящие в выражение (1) величины , ,m c   

имеют обычный смысл: масса, скорость света и посто-
янная Планка соответственно. Греческие индексы обо-
значают векторные мировые индексы, которые прини-
мают значения 0,1,2,3 . Принятая в рассмотрении сиг-

натура      . 

Для пояснения смысла входящей в уравнение (1) 
величины   необходимо ввести систему реперных 

векторов H
 , определяемых соотношением 

H H g 
     ,                         (2) 

где   – метрический тензор в касательном плоском 

пространстве-времени. В последующем полагается, что 

 diag 1,1,1,1   . Матрицы H
      будем на-

зывать реперными матрицами Дирака. Они могут 
быть выбраны постоянными по всему пространству. 
Например, в стандартном представлении 0 3;i     

2k k    . Латинские индексы принимают значения 

1, 2, 3.  
Величину   будем называть биспинорной связ-

ностью, она выражается через так называемые коэффи-
циенты вращения Риччи    

;H H                                    (3) 

следующим образом: 
1

4
S     .                             (4) 

Здесь  

; ,H H H    
 

    
,  1

2
S         . 

Реперы H
  определены с точностью до преобра-

зований Лоренца, зависящих от координат. Ничем дру-
гим выбор конкретного вида реперов не ограничен. 
Каждому набору реперов соответствуют ассоциирован-
ные с ними коэффициенты   .  

Проблема свободы выбора системы H
  различ-

ными авторами решается по разному. Наиболее часто 
эта система выбирается с учетом свойств используемых 
мировых координат и метрического тензора. Допустим, 
гравитационное поле описывается рассмотренной в 
работе [1] метрикой вида 

2 2 2 2 2 m n
mnds V c dt W dx dx    .                (5) 

Здесь ,V W  – две произвольные функции от простран-
ственных координат. Тогда в качестве системы реперов 
может быть использована система 
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       .                 (6) 

В работе [6] приведен перечень многих других 
систем реперов, используемых различными авторами в 
различных задачах. 

В самодостаточной теории должен содержаться 
некий принцип, устраняющий произвол в выборе репе-
ров. Пока во всех опубликованных версиях теории 
движения дираковских частиц в гравитационных полях 
этот вопрос не нашел приемлемого однозначного ре-
шения. Цель данной работы состоит в формулировке 
такого принципа.  

Отправной точкой предлагаемого нами принципа 
является подход, используемый для описания динамики 
спина классических спиновых частиц в гравитацион-
ном поле. Этот подход известен достаточно давно (см., 
например, [7–9]) и состоит в использовании так назы-
ваемой системы сопутствующих реперов. Под сопутст-
вующим репером будем понимать такой репер, в кото-
ром спиновый вектор частицы имеет только простран-
ственные компоненты, а временная компонента спина 
равна нулю. Система сопутствующих реперов – это 
совокупность реперов, являющихся сопутствующими в 
каждой точке мировой линии частицы.  

В последнее время этот подход был использован 
для предсказания и объяснения эксперимента Gravity 
Probe B с гироскопами на борту космического корабля, 
обращавшегося вокруг Земли (см. [10]). В частности, в 
эксперименте была зарегистрирована спин-орбитальная 
прецессия гироскопов, совпадающая с предсказаниями 
теории с точностью лучше 1 %. Тем самым подтвер-
ждена жизнеспособность использованного подхода. 

Дираковская частица также обладает спином, и по-
этому использование сопутствующих реперов для опи-
сания динамики ее спина представляется вполне умест-
ным. Использование сопутствующих реперов и предла-
гается нами как тот единственный способ описания 
динамики частицы, который приводит к результатам, 
регистрируемым в экспериментах со спиновыми части-
цами.  

Использование сопутствующих реперов демонст-
рируется в данной работе на примере гравитационного 
поля решения Керра (РК). Насколько мы понимаем, 
наиболее существенным результатом нашего рассмот-
рения является построение гамильтониана, представ-
ляющего собой эрмитов оператор. Результаты обсуж-
даются и кратко сравниваются с результатами других 
работ. 

 
 

2. Уравнение Дирака в реперных обозначениях 
 
При любом выборе системы реперов справедливо 

соотношение 

0 0 k kg H H H H      .                     (7) 

Тензоры  

0 0 , k kH H H H                               (8) 

составляют полную систему проекторов. Запишем 
уравнение Дирака (1), заменив в уравнении (1) метри-
ческий тензор на сумму двух проекторов (8). 

0 0

0.
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

 

 (9)

 

Поскольку H
     , то уравнение (9) эквивалентно 

следующему: 

0 00
0k kk
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.  (10) 

Здесь введены обозначения 
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Умножим уравнение (10) слева на 0i c   и воспользу-

емся тождеством 0 0 1     

0 00

2
0 0 0.
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(12)

 

В другой форме это уравнение записывается как 

�i H
t


 





,                           (13) 

где 0dt dx c , �H  имеет смысл оператора Гамильтона, 

� �2
0 0 0 0k k kkH imc c p i c i c            ,     (14) 

а входящий в �H  оператор � kp  определен соотноше-

нием 

�
k k

p i
x


 


 .                               (15) 

Уравнение (13) с оператором �H  в виде (14) будем 
называть уравнением Дирака в реперных обозначениях. 
Как видим, конструкция построенного гамильтониана 
полностью "привязана" к используемой при рассмотре-
нии системе реперов. 

 
 
 

3. Реперы, связанные с полем РК 
 
Разложения компонент метрики РК, записанного в 

гармонических координатах, получены в работе [11]. В 
первом неисчезающем приближении имеем 

;g h g h  
        ;            (16) 

 
00 0 3

2 ; 2 ; 2kl l
k mn mn

M J RM M
h h h

R RR
    .   (17)
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Соответствующие символы Кристоффеля имеют следующий вид: 
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            

    
            

.                             (19) 

 

Уравнениями на нахождение реперных векторов 
являются соотношения (2). В данной работе мы будем 
пользоваться решением этих уравнений в так называе-
мой симметричной калибровке. Это решение имеет вид 

1

2
H h     .                       (20) 

При 0h   так введенные реперы совпадают с репе-

рами фонового пространства; а при 0h   представ-

ляют собой симметричное решение уравнения  

g h H H 
          . 

В первом приближении по компонентам h  исчезает 

различие между мировыми и реперными индексами, по-
этому подчеркивание индексов будем опускать, если это 
не ведет к недоразумениям. Пользуясь этими правилами, 
находим компоненты реперов с нижними индексами 
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           (21) 

Реперы с индексами иного типа получаются из системы 
(21) путем поднятия соответствующих индексов. На-
помним, что индексы с крышкой опускаются и подни-

маются с помощью тензоров , 
  , а мировые ин-

дексы – с помощью тензоров ,g g . 

 
 

4. Сопутствующие реперы в поле РК 
 

Мы исходим из предположения, что для дираков-
ской частицы в  гравитационном  поле может  быть вве- 

дено понятие траектории движения и что эта траекто-
рия описывается уравнением Матиссона – Папапетру 
[12, 13], т. е. уравнением:  

*1

2

Du
R u u s

D


   
 


,                       (22) 

где 
*
R

  – тензор кривизны, дуальный к тензору Ри-

мана, 
*
R E R  

   . Такое предположение заве-

домо выполняется, если длина волны де Бройля для 
дираковской частицы много меньше характерной дли-
ны, на которой изменяется гравитационное поле. 

В поле РК правая часть в соотношении (22) имеет 

тот же порядок малости, что и левая, следовательно 

движение частицы не сводится к движению по геодези-

ческой. Требование совпадения  

0H u                                      (23) 

(сопутствующий репер здесь и далее помечаем тильдой 

сверху) означает, что сопутствующая система реперов 

является неинерциальной.  

Неинерциальность системы H

  приводит к то-

му, что в каждой точке мировой линии система век-

торов H

  отличается от стационарной системы век-

торов H
  малым преобразованием Лоренца типа 

буста (см. [8, 9]). 
Приводим заимствованную из работы [9] (задача 

11.11) совокупность величин H
  
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По формуле (3) находим 
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M R R

R

                                                                       (28) 

 

Биспинорные связности 0 , k  находятся с использованием соотношений (4), (11) 
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0 0 0
0 0 0 0

1 1
2 2

4 4
k ab p k ab

m m k ab m p k p abH S S H S S            
      .                         (30) 

 

Подставим в формулы для 0 , k  выражения для реперов и коэффициентов вращения Риччи. Оставляя в 

соотношениях (29), (30) главные члены разложения, получаем 
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0
0

1 1

4 2
p ab p k

m m p ab m p kH S H S        .                                                     (32) 

 

В поле РК соотношения (31), (32) принимают следующий вид: 
 

   
0 0 3 3 5

1 1 3 1 3

4 4 8 2 4

al l b bl l aa b b a abab ab ab ab ab
ab p p ab

M J R R J R RM R R MJ
S S S S S

R R R

               
 

   ;  (33) 

 

 

   

0 0
0 3 3 3 3

0
3 5

1 1 1 1
2

4 2 4 2

1
2 3 .

2

a mb b ma l lab k ab k
m m ab m k km k m m k

kl l m ml l k kkm

M R R M R M M
S S S R R S

R R R R

M J R R J R RMJ
S

R R

                    
 

      
 
 


    

  

(34) 

 
 

5. Гамильтониан 
 
Подставляя матричные связности (33), (34) в гамильтониан (14), получаем 

� �  

   

2
0 0 03 3 3

3 5

3
2

8

1 3
.

2 2

a b b ak l l ab
k kk

al l b bl l aab ab

M R RMR M R
H imc c p i c i c i c S

R R R

M J R R J R RMJ
i c S

R R

               

      
  

 
  



                     

(35)

 

Уравнение Дирака (13) с гамильтонианом (35) запишем в иной форме 

  �
30

2 Hl lM R
i c

Rx

 
      




 ,                                                                    (36) 
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где под оператором �H  понимается оператор 
 

�

   

2
0 0 3 3

3 5

3

8

1 3
.

2 2

a b b ak ab
k k

al l b bl l aab ab

M R RMR
H imc i c i c S

x R R

M J R R J R RMJ
i c S

R R

              
 

      
  

 
 



                                       

(37) 

 

 
 

6. Скалярное произведение в гильбертовом пространстве 
 
В сопутствующей системе отсчета введем гильбертово пространство состояний дираковской частицы. Если   

и   – два произвольных вектора состояний в гильбертовом пространстве, то их скалярное произведение ,   

запишем в том виде, как это обычно делается в квантовой механике, т. е. в виде интеграла по 3-мерному простран-
ству 

,
V

dV    


 .                                                                                (38) 

Величина   представляет собой произведение биспинорной строчки на биспинорный столбец и по своим транс-

формационным свойствам является обычной скалярной комплексной функцией. Черта над биспинором означает 
дираковское сопряжение. Величина   представляет собой так называемую "весовую" функцию, вид которой сей-

час будет установлен.  

Примем, что ковариантное выражение для элемента 4-объема g d  , построенного на четырех малых век-

торах 0 31 2, , ,dx dx dx dx   , имеет следующий вид: 

[ ]0 1 2 3
0 1 2 3g d H H H H dx dx dx dx   

         .                                                           (39) 

По символам, содержащимся между левой и правой квадратными скобками, здесь производится антисимметриза-
ция. Элемент 3-объема, по которому необходимо интегрировать в (38), должен быть ортогональным к векторам 

kH
 , поэтому он должен быть величиной следующего вида: 

[ ]0 0 1 2 3
1 2 3g d H H H H dx dx dx  

          .                                                             (40) 

Используем явные выражения для векторов сопутствующего репера. Оказывается, что в главных порядках при-
ближения выражение (40) может быть записано как 

       0 0
00

1 1
det 1 1 3 1 2 .

2 2
k
m l l l l l l

M M M
dV g d H H dV dV dV

R R R
                                 

                 (41) 

Отсюда получаем выражение для "весовой" функции 

 1 2 l l
M

R
        

  .                                                                          (42) 

 
 

7. Эрмитовость гамильтониана 
 

Предположим, в пространстве состояний задан некий оператор �A . Если для любых двух векторов состояния 
  и  выполняется соотношение 

� �, ,A A     ,                                                                            (43) 

то оператор �A  называется эрмитовым. Свойство эрмитовости будем обозначать как � �A A

 .  
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Наличие "весового" множителя   в выражении (38) не сказывается на свойствах эрмитовости тех частей опе-

раторов, которые не содержат операции дифференцирования. В случае, если оператор содержит операцию диффе-
ренцирования, выяснение свойств эрмитовости требует специального рассмотрения. Так, в гамильтониан оператор 
импульса входит в комбинации  

�
0 03

k
k kk

MR
c p i c

R

       
  

 .                                                                          (44) 

Для такой комбинации имеем 

� � 0 0 0 03 3
, , ,k k

k k k kk k

MR MR
c p i c c p i c

R R

   
                   

   
  . 

После подстановки явного выражения (15) для оператора � kp  и интегрирования по частям получаем 

�
0 0 0 03

0 0 0

,

.

k
k k k kk k

V V

k k kk k
V V V

MR
c p i c i c dV i c dV

R x

i c dV i c dV i c dV
x x




  

  
                 

 
 

               
 

 

  

  

   

 

Подставляем сюда выражение (42) для "весовой" функции   

� � 

�

0 0 0 0 03 3 3

0 03

, , 2

, .

k k k
k k k k kk k

V V

k
k kk

MR MR MR
c p i c c p i c dV i c dV

R R R

MR
c p i c

R

      
                           

    

 
        

 

   



 

Отсюда следует, что  

� �
0 0 0 03 3

k k
k k k kk k

MR MR
c p i c c p i c

R R


   
             

   
  .                                    (45) 

С учетом этого соотношения приходим к выводу, что гамильтониан (37) является эрмитовым оператором. 
Аналогичным образом доказывается, что эрмитовым оператором является и оператор в левой части уравнения 

(36). То есть доказывается, что 

   
3 30 0

2 2
l l l l

M R M R
i c i c

R Rx x


                 

 

 
  .                                        (46) 

Таким образом, в обеих частях уравнения (36) стоят эрмитовы операторы. 
 
 
 

8. Обсуждение результатов 

 
В работе в рамках концепции "пробных частиц" 

рассмотрена динамика дираковских частиц в гравита-
ционном поле, создаваемом массивным вращающимся 
телом. Степени свободы, описывающие движение, раз-
делены в проведенном рассмотрении на две группы. Те 
из них, которые определяют траекторию движения час-
тиц, находятся квазиклассическим образом – с помо-
щью уравнения Матиссона – Папапетру (22). Степени 
свободы, связанные с волновой функцией, находятся 
как решения уравнения Дирака в сопутствующей сис-
теме реперов (24), определяемых по мировой линии 
частицы и параметрам гравитационного поля.  

Все члены, входящие в возникший в нашем рас-
смотрении гамильтониан (37), имеют непосредствен-
ный физический смысл. При этом претерпевают изме-

нение операторы импульса 
k

i
x





  и энергии i

t







.  

В гравитационном поле аналогами этих операторов 
становятся операторы 

 
3 0 3

, 2k l l
k

MR M R
i i c

x R x R

   
          


  . 

С учетом определения скалярного произведения в 
гильбертовом пространстве и возникшей в нашем рас-
смотрении "весовой" функции (42) эти операторы об-
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ладают свойством эрмитовости. Нам представляется, 
что появление в нашем рассмотрении "весовой" функ-
ции   вида (42) является нетривиальным обстоятельст-

вом. Например, использование стационарной системы 

реперов H
 , связанной с полем РК, не приводит, как 

показали наши вычисления, к появлению нужной "ве-
совой" функции. 

В работе доказано, что использование сопутст-

вующей системы реперов H

  в гравитационном поле 

РК позволяет записать уравнение Дирака в форме 
уравнения (36), в котором операторы в левой и правой 
частях являются эрмитовыми.  

При нахождении эволюции спина дираковской 

частицы с гамильтонианом �H  (37) войдут зависящие 
от спина члены двух типов. Один тип будет зависеть от 
скорости частицы, он описывает геодезическую пре-
цессию спина. Второй тип имеет структуру спин-
спиновую, он описывает прецессию Лензе – Тирринга. 
В результате мы приходим к выводу, что в рассматри-
ваемом приближении поведение спина дираковской 
частицы аналогично поведению спина классических 
спиновых частиц.  

Из сказанного следует, что для дираковских час-
тиц остаются в силе соображения о характере выпол-
нения принципа эквивалентности в части, касающейся 
движения спина. Проявляется этот принцип через не-
зависимость частот прецессий от величины спина: 
дираковская частица со спином 2  прецессирует 

таким же образом, как и классические спиновые час-
тицы. В то же время мировые линии спиновых частиц 
в поле РК не совпадают ни между собой, ни с геоде-
зическими, и в этом смысле принцип эквивалентности 
не выполняется. 

Легко убедиться в том, что все полученные выше 
результаты переходят естественным образом в резуль-
таты, соответствующие решению Шварцшильда, если 
положить 0mnJ  , т. е. положить равным нулю спино-

вый тензор "большого" тела, порождающего поле гра-
витации. 

Обратим внимание еще на один аспект системы 
сопутствующих реперов. Имеется в виду нахождение 

собственного времени частицы  1
d u dx

c


    при 

движении ее по своей мировой линии. Если выбрать 
конгруэнцию координатных кривых, одна из которых 
совпадает с мировой линией частицы, то при смещении 

частицы на dx  вдоль траектории движения величина 
d  может быть найдена, исходя из соотношения 

00d g dt   . Интегрируя d  вдоль мировой линии, 

получаем "истинное" время частицы, т. е. то время, ко-
торое показывали бы атомные часы, покоящиеся отно-
сительно частицы. Такой способ нахождения времени 
совпадает со способом, применяемым в ОТО при под-
счете собственного времени наблюдателя, движущего-
ся произвольным образом (см., например, [14], § 84). 

Из сказанного следует, что использование сопутст-
вующей системы реперов означает по существу ис-
пользование той системы отсчета, в которой справед-
ливы законы квантовой механики, определяющие, в 
частности, ход атомных часов. Не случайно, что имен-
но в этой системе оказывается возможным записать 
уравнение Дирака в форме уравнения Шредингера с 
эрмитовым гамильтонианом. 

По нашему мнению, в тех работах, в которых не 

используется система H

 , но достигается эрмитовость 

гамильтониана, в каком-то месте применяется "неза-
конная" операция. Так, в случае работы [1] такой опе-
рацией является преобразование 

� � �3/ 2 3/ 2 3 / 2,W H H W HW         , 

которое не унитарно. 
В работе мы не касались вопроса об интерпрета-

ции полученных результатов в представлении Фол-
ди – Ваутхайзена. Техника этого представления в 
настоящее время достаточно развита (см., например, 
[2, 15]). По-видимому, изложенная здесь динамика 
дираковской частицы в гравитационном поле РК мо-
жет быть естественным образом рассмотрена в ука-
занном представлении.  
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