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Получены точные формулы, выражающие общую зависимость собственных 
значений от физических величин. Эти формулы справедливы для класса произволь-
ных по изотопному составу однородных односвязных систем, ограниченных нево-
гнутыми поверхностями. 

 
 
 

Введение 
 

 Целью данной работы является решение задачи на 
собственные значения (СЗ) в случае односкоростного 
уравнения переноса нейтронов в произвольных по гео-
метрии и изотопному составу однородных системах. 

Для упрощения поставленной задачи ниже приня-
ты следующие предположения: считается, что все ней-
троны обладают одинаковой по величине скоростью V , 
плотность нейтронов n  ничтожно мала по сравнению 
с плотностью ядер вещества яn , упругое рассеяние ней-
тронов на ядрах изотропно, а неупругие процессы от-
сутствуют. При этом кинетическое интегродифферен-
циальное уравнение для нейтронов имеет следующий 
вид (см., например, [1]): 

( ) ( ), ,1 , ,
t r

t r
V t r

∂ψ Ω ∂⎛ ⎞+ Ω ψ Ω +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

( ) ( ), , , , .
4

t r d t rβ ′ ′+ αψ Ω = Ω ψ Ω
π ∫              (1) 

Здесь V
V

Ω =  – единичный вектор, направленный вдоль 

вектора V  скорости полета нейтрона; ( ), ,t rψ Ω  – 

функция распределения нейтронов в фазовом про-
странстве векторов r  и Ω  в момент времени t ; 

( )я s f cnα = σ + σ + σ  и ( )я f snβ = νσ + σ  – параметры, 

которые не зависят от координат r  и времени t ; ,sσ  
,f cσ σ  – элементарные сечения рассеяния, деления, 

поглощения; ν  – среднее число нейтронов, испускае-
мых в одном акте деления ядра. 

Отношение f s

s f c
h

νσ + σβ= =
α σ + σ + σ

 будем называть 

активностью вещества (в случаях размножающих, по-
глощающих нейтроны и инертных сред соответственно 

1, 1h h> <  и 1h = ). 
Плотность и векторный поток нейтронов опреде-

ляются так 
( ) ( ), , , ,n t r d t r′ ′= Ω ψ Ω∫                         (2) 

( ) ( ), , , .j t r V d t r′ ′ ′= Ω Ω ψ Ω∫                      (3) 

 
 

1. Ограничение класса рассматриваемых  
систем 

 
Представленные ниже исследования базируются на 

кинетическом уравнении (1) с начальным и граничным 
условиями 

( ) ( )0 00, , , ,t t r rψ = Ω = ψ Ω                     (4) 

0Sψ =  при ( ) 0,SeΩ <                        (5) 

Se  – внешняя единичная нормаль к поверхности S  
системы, направленная в сторону вакуума. 

Вместо условия (5) можно было бы записать ра-
венство нулю векторного потока на поверхности S , 
направленного против нормали Se  

0,
S

j =  если ( ) 0.SeΩ <                     (6) 

Условия (5), (6) выражают тот факт, что нейтроны, 
вылетевшие из системы в пустоту, назад в систему не 
возвращаются. Это требование ограничивает рассмат-
риваемые здесь объекты классом однородных одно-
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связных систем с невогнутыми внешними поверхностя-
ми S . В остальном геометрия этих систем произвольна. 

Поясним сказанное. В случае многосвязных тел 
или систем, в которых внешняя поверхность S имеет 
вогнутые участки, между частями системы возникает 
обмен нейтронами через вакуумные области. При этом 
на некоторых участках поверхности S вместо использо-
вания граничного условия (5) требуется сшивка реше-
ний уравнения (1) и соответствующего решения урав-
нения для вакуумной области. 
 
 

2. Задача на собственные значения 
 

Предположим, что функция распределения имеет 
следующий вид: 

( ) ( ), , , .tt r e rλψ Ω = ψ Ω                      (7) 

После подстановки соотношения (7) в уравнение (1) 
получаем основное для дальнейших исследований урав-
нение относительно функции ( ),rψ Ω : 

( ) ( ) ( ), , , .
4

d r r d r
dr V

λ β⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ′Ω ψ Ω + α + ψ Ω = Ω ψ Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫  (8) 

Если система имеет конечные размеры, то при ре-
шении уравнения (8) получается дискретный набор соб-
ственных значений 0 1 2 ...λ > λ > λ > , каждому из кото-

рых соответствует собственная функция (СФ) ( )0 ,rψ Ω , 

( )1 ,rψ Ω , ( )2 ,rψ Ω … (см. [1]). 

Общее решение кинетического уравнения (1) будет 
линейной комбинацией частных решений типа (7) 

( ) ( )
0

, , , .mt
m m

m
t r a e r

∞
λ

=
ψ Ω = ψ Ω∑              (9) 

При достаточно больших t  в решении (9) можно 
пренебречь всеми слагаемыми кроме первого и счи-
тать, что 

( ) ( )00 0, , , .tt r a e rλψ Ω ψ Ω              (10) 

Параметр 0λ  назовем главным собственным значе-
нием (ГСЗ) и в дальнейшем будем обозначать просто λ . 

Из формул (2), (3) и (7) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ), ; , .t tn t r e n r j t r e j rλ λ= =       (11) 

Задача нахождения собственных значений для сис-
тем с произвольной геометрией чрезвычайно сложна и 
аналитически решается только в довольно простых слу-
чаях. Однако общие закономерности можно установить, 
исследуя уравнение (8) совместно с граничным условием. 
 
 

3. Общее решение задачи на собственные  
значения 

 
Сначала приведем некоторые общие формулы, вы-

ражающие зависимость величины λ от параметров сре-
ды, которые были получены в работе [2]. 

Нестационарное уравнение переноса (1) инвари-
антно относительно преобразований подобия с замена-
ми переменных t  и r  на t′  и r′  по правилу 

,t t tρ′→ =
′ρ

                            (12) 

.r r rρ′→ =
′ρ

                           (13) 

Здесь ρ  и ′ρ  – два произвольных значения плотности 
вещества. Отмеченное свойство инвариантности легко 
доказать, если учесть, что параметры α  и β  пропор-
циональны плотности ρ , поскольку входящая в них 
в виде сомножителя плотность ядер имеет вид 

я ,ANn
A

= ρ                              (14) 

где AN  – число Авогадро; A  – массовое число ядра. 
На основе инвариантности относительно преобра-

зования (13) в работе [2] удалось показать, что для ГСЗ 
уравнения (8) в случае произвольной по геометрии сис-
темы из некоторого определенного вещества* справед-
лива следующая общая формула: 

( ),F Rλ = ρ ρ                         (15) 

где R  – характерный размер системы (объем и пло-
щадь поверхности любого тела с величиной R  связаны 
следующими формулами: 3 2

T 1 T 2, ,V C R S C R= =  где 

1C  и 2C  постоянные, определяемые геометрической 
формой тела и выбором R  в качестве его характерного 
размера); ( )F Rρ  – функция, определяемая геометрией 
системы. 

В случае, когда геометрия системы не конкретизи-
рована, функция ( )F Rρ  является произвольной функ-
цией от аргумента Rρ . 

Результат (15) работы [2] обобщим на случай произ-
вольных по геометрии систем из произвольных веществ. 
Исходя из уравнения (8) можно утверждать, что в общем 
случае искомое решение имеет следующий вид: 

( ) ( )1 2, , ,VF R R VF h Rλ = α α β = α β          (16) 

где 1F  и 2F  – произвольные функции от двух аргумен-
тов. Из этого решения видно только, от каких величин 
в общем случае может зависеть λ  и ничего более. 

Уточним аналитическую структуру ГСЗ. В уравне-
нии (8) перейдем к безразмерной переменной z  

.z r= β                              (17) 

С учетом того, что 
r z

∂ ∂= β
∂ ∂

, получим кинетиче-

ское уравнение для функции ( ),zψ Ω  

                                                           
* Предполагается, что ядерно-физические свойства ве-

щества зафиксированы. 



 70

( ) ( ) ( )1, , , ,
4

z E z d z
z

∂⎛ ⎞ ′ ′Ω ψ Ω + ψ Ω = Ω ψ Ω⎜ ⎟∂ π⎝ ⎠ ∫     (18) 

где 1E
V
λ⎛ ⎞= α +⎜ ⎟β ⎝ ⎠

 – новое собственное значение. 

При решении уравнения (18) совместно с гранич-
ными условиями в z -пространстве получим дискрет-
ный набор новых СЗ 0 1 2 ...E E E> > > . Наибольшее СЗ 

0E E=  будем называть главным CЗ и в дальнейшем 
обозначать просто E . Очевидно, что главному СЗ E  
соответствует главное СЗ λ . 

В уравнение (18) кроме величины E  не входят ни-
какие другие параметры, а соответствующее граничное 
условие содержит в себе характерный размер. 

Из однотипных по геометрической форме систем 
с разными характерными размерами R  выделим те, 
у которых одинаково произведение Rβ . После перехода 
в z -пространство все эти системы будут иметь не только 
одинаковую форму, но и один и тот же характерный раз-
мер Z R= β . Поэтому можно утверждать, что главные 
собственные числа E  для таких систем совпадают. 

В случае фиксированного типа геометрии каждому 
произведению Rβ  будет соответствовать свое, и при 
этом единственное, число E . Таким образом, мы полу-
чаем функцию ( )E E R= β , явный вид которой опреде-
ляется геометрической формой объекта. 

Вспоминая, что 1E
V
λ⎛ ⎞= α +⎜ ⎟β ⎝ ⎠

, получаем следую-

щую общую зависимость главного собственного значе-
ния λ  от характеристик системы: 

( ) ( )1 1 .V E R V hE R
h

⎡ ⎤λ = β β − = α β −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
           (19) 

Из выражений (16) и (19) найдем, к примеру, связь 
между функциями 2F  и E  

( ) ( )2 , 1.F h R hE Rβ = β −                        (20) 

Запишем уравнение баланса полного числа ней-
тронов ( )N n r dr= ∫  в системе 

( ) ( )

1

0; .
sje dS

VW V W
n r dr

λ − β − α − = =
∫

∫
           (21) 

Величину W  можно назвать эффективным макро-
скопическим сечением поглощения нейтронов, связан-
ным с их утечкой из системы. Интеграл sje dS∫  равен 
количеству нейтронов, вылетающих в пустоту в едини-
цу времени. В случае систем произвольного размера R  
с постоянной плотностью для оценок можно принять, 

что величина W  пропорциональна отношению поверх-

ности системы к ее объему или же 1 .W
R

∼  

При стремлении оптической толщины объекта 
p R= α  к бесконечности величиной W  в соотношении 

(21) можно пренебречь по сравнению с остальными 
членами. Тогда получим 

( ) 11V V
h∞

⎛ ⎞λ = λ = β − α = β −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                (22) 

и для произвольных по геометрии систем имеем 

( )lim 1.
R

E R
β →∞

β =                            (23) 

Приведенные выше формулы были получены для 
главного собственного значения 0λ = λ . В случае СЗ 
с номером m  имеет место следующая формула: 

( ) 1 .m mV E R
h

⎡ ⎤λ = β β −⎢ ⎥⎣ ⎦
                  (24) 

Здесь ( )mE Rβ  – функция, явный вид которой оп-
ределяется геометрией системы. 

 
 

4. Некоторые замечания 
 

Следует отметить, что представленные выше новые 
формулы для СЗ столь же точны, сколь и кинетическое 
уравнение, на основе которого они были получены. 

Эти формулы дают наглядное представление о том, 
какие физические величины и каким образом влияют 
на СЗ. 

С помощью полученных общих формул для λ  
можно проводить тестирование различных аналитиче-
ских решений задачи на СЗ, а также результатов чис-
ленных расчетов по математическим методикам. 

Общие формулы для СЗ могут оказаться полезны-
ми при построении интерполяционных соотношений и 
для экстраполяции известных данных в неисследован-
ную область изменения физических параметров. 
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