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УДК 539.1.01 
 

О ФИЗИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ ВЕКТОРА ВЕЙЛЯ 
 

М. В. Горбатенко 
 

ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

Описывается уникальный феномен – возможность установления в определен-
ных областях пространства взаимно-однозначного соответствия между уравнения-
ми, относящимися к совершенно различным физическим явлениям: (1) Явлениям, 
связанным с вейлевскими степенями свободы в плоском пространстве. (2) Явлени-
ям, описываемым в терминах частиц с полуцелым спином и наблюдаемых величин, 
соответствующих полной совокупности биспиноров.  

Установленный феномен открывает далеко идущие возможности в решении 
«старого» спорного вопроса – вопроса о физическом смысле вектора Вейля. В рабо-
те обсуждается, в частности, возможность отождествления вектора Вейля (с точно-
стью до константы) с вектором плотности тока той совокупности биспиноров, ко-
торая образует биспинорную матрицу, входящую в уравнение Дирака. Обсуждают-
ся и другие вопросы. 

 
 
 

Введение 
 

Работа относится к одному из фундаментальных 
направлений современной теоретической физики – ус-
тановлению физического смысла вейлевских степеней 
свободы пространства – времени. Проблема возникла 
в 1918 году, когда Г. Вейль в [1] предложил рассматри-
вать в общей теории относительности не риманово, 
а более общее пространство. Дополнительные свойства 
пространства связывались с введенным им вектором 
(вектором Вейля). Более 90 лет физики и математики 
выясняют смысл этого вектора. Поискам время от вре-
мени сопутствуют фрагментарные успехи, подтвер-
ждающие предположение о фундаментальной роли век-
тора Вейля в физике. Так стали появляться содержа-
тельные модели, в которых вейлевские степени свободы 
связываются с параметрами темной материи и энергии 
во Вселенной, с космологическим красным смещением, 
с изменением масштабов для измерения пространст-
венно-временных интервалов [2 – 8]. В некоторых рабо-
тах [9 – 11] вейлевские степени свободы стали рассмат-
риваться как атрибут интегрируемого пространства 
Вейля (т. е. пространства, в котором вектор Вейля явля-
ется градиентом скалярной функции), приводящий к по-
явлению уравнения Шредингера.  

Направление исследований, рассматриваемое в дан-
ной работе, возникло на стыке двух проблем. Во-пер-
вых, из попытки обобщения уравнения общей теории 
относительности (ОТО) для пустого пространства, чтобы 
они стали обладать инвариантностью относительно кон-
формных преобразований [12 – 14]. Во-вторых, из реше-
ния обратной задачи отображения тензоров на биспи-
норы в заданной точке [15 – 18]. Новый результат, со-

держащийся в данной работе, состоит в нахождении 
уравнений для зависящих от координат полей тензоров, 
при которых соответствующие им биспинорные поля 
подчиняются уравнению Дирака. Найденные уравнения, 
как оказалось, совпадают с уравнениями для вейлевских 
степеней свободы в плоском пространстве. Полученный 
результат приводит к неожиданным выводам относи-
тельно смысла вектора Вейля, которые сформулирова-
ны в конце работы. Обсуждается также возможное ис-
пользование вейлевской геометрии для построения тео-
рии, объединяющей гравитацию с другими видами фи-
зических взаимодействий. 

Предварительной версией настоящей работы была 
работа [19]. Здесь результаты [19] излагаются более 
подробно, в частности, приводится общая формула для 
калибровочных полей, а также пример точного решения 
уравнений конформной геометродинамики (КГД) и ин-
терпретации этого решения в терминах биспиноров. 

 
 

1. Дираковские матрицы. Уравнение Дирака 
 

Для связности изложения и удобства ссылок приво-
дим некоторые свойства дираковских матриц и уравнения 
Дирака, которые будут использоваться в последующем. 

Нас будет интересовать случай, когда пространство 
можно считать плоским. В этом случае метрический 
тензор риманова пространства gαβ  можно считать сов-
падающим с метрическим тензором пространства Мин-
ковского, который в декартовых координатах имеет вид 

[ ]diag 1,1,1,1gαβ = − . Дираковские матрицы (ДМ) αγ  
определяются соотношением 
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2 .g Eα β β α αβγ γ + γ γ =                        (1) 

Символ E  в формуле (1) обозначает единичную мат-
рицу 4 4× . ДМ αγ  постоянны по всему пространству. 
В тех случаях, когда потребуется явный вид ДМ, будем 
использовать майорановскую систему матриц 

0 2 1 1 1 2 2 2 3 3; ; ; ,iγ = − ρ σ γ = ρ γ = ρ σ γ = ρ        (2) 

элементами которых являются целочисленные вещест-
венные числа1.  

Полагаем, что полевой оператор Z представляет 
собой в общем случае матрицу 4 4× , удовлетворяю-
щую уравнению Дирака 

( )Z mZν
νγ ∇ = .                          (3) 

Матричный оператор Z будем называть биспинорной 
матрицей. Выделение биспинорных состояний из Z про-
изводится путем умножения ее справа на проекторы. 

Одновременно с уравнением (3) выполняется и 
уравнение 

( )Z D mZ D+ ν +
ν∇ γ = − .                   (4) 

Появившаяся в (4) матрица D определяется соотноше-
нием 

1 .D D− +
μ μγ = −γ                         (5) 

Ковариантные производные от биспинорной мат-
рицы, входящие в соотношения (3), (4), записываются 
следующим образом: 

;

;

;

.

Z Z Z

Z Z Z

α α α
+ + +

α α α

∇ = − Γ ⎫⎪
⎬

∇ = + Γ ⎪⎭      

            (6) 

Величину αΓ  в (6) будем называть биспинорной связ-
ностью2. Она представляет собой совокупность вещест-
венных антиэрмитовых матриц  

* ; .+
α α α αΓ = Γ Γ = −Γ                    (7) 

Приведем некоторые соотношения, непосредст-
венно следующие из уравнения Дирака. Умножаем 
уравнение (3) слева на αγ  

( ) .Z m Zα ν α
νγ γ ∇ = γ

                      
(8) 

Записываем произведение α νγ γ  как  

g Sα ν αν ανγ γ = +                               (9) 

(здесь ( )1
2

Sμν μ ν ν μ= γ γ − γ γ ) и (9)  подставляем в (8) 

( ) ( ) .Z S Z m Zν
α α ν α∇ = − ∇ + γ

                  
(10) 

После эрмитова сопряжения (10) и умножения справа 
на D получаем 
                                                           

1 Среди решений соотношения (1) всегда существует 
вещественная система ДМ, если используется сигнатура 
( )− + + + .  

2 С точностью до постоянного множителя биспинорная 
связность совпадает с калибровочным полем. 

( ) ( ) .Z D Z DS mZ D+ + ν +
α ν α α∇ = ∇ − γ

           
(11) 

 
 

2. Отображение тензоров на биспинорную  
матрицу 

 
Предположим, что в 4-мерном римановом про-

странстве задана совокупность тензоров пяти типов, 
перечисленных в табл. 1.  

Построим матрицу М по правилу 

1 1 1
5M aiD bi D J D− − α −

α≡ + γ + γ +
 

1 1
5s i D H S Dα − αβ −

α αβ+ γ γ + .                (12) 

Здесь 5 0 1 2 3γ = γ γ γ γ . Каждое из слагаемых в правой час-
ти (12) представляет собой эрмитову матрицу, так что 
эрмитовой является и матрица М. Полное число компо-
нент у тензоров, перечисленных в табл. 1, составляет 16.  
 

Таблица  1 
Пять типов тензоров 

Номер Тип тензора Обозначение 
1 Скаляр а 

2 Вектор J α  
3 Антисимметричный тензор H αβ  
4 Псевдовектор sα  
5 Псевдоскаляр b 

 
При лоренцевых преобразованиях ДМ α α′γ → γ =  

1L L−
α= γ  матрица М преобразуется как M M ′→ =  

LML+= , т. е. представляет собой объект типа произве-
дения биспинора на эрмитово сопряженный биспинор.  

Если  
1,L L−

α α α′γ → γ = γ  то .M M LML+′→ =     (13) 

Будучи эрмитовой, матрица (12) может иметь лю-
бой ранг до четырех включительно. При заданном ранге 
спектр собственных значений может включать как веще-
ственные (положительные и отрицательные), так и ком-
плексные (комплексно-сопряженные). В данной работе 
мы ограничимся рассмотрением таких областей про-
странства-времени, в которых ранг матрицы (12) равен 4 
и все ее собственные значения положительны. 

Из общей теории матриц известно, что при сделан-
ных предположениях из матрицы М может быть извле-
чен «корень квадратный», т. е. матрица М может быть 
представлена как 

.M ZZ +=                               (14) 

Если под Z в (14) понимать арифметический корень, то 
процедура извлечения «корня квадратного» становится 
однозначной операцией.  

Из (12) и (14) следует, что исходные тензоры свя-
заны с Z соотношениями 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

5 5Sp ; Sp ; Sp ;
4 4 4
1 1Sp ; Sp .
4 8

i i ia Z DZ b Z D Z s Z D Z

J Z D Z H Z DS Z

+ + +
α α

+ +
α α αβ αβ

⎫= − = γ = − γ γ ⎪⎪
⎬
⎪= γ = −
⎪⎭

                                   (15) 

Выполнение условия разрешимости уравнения (14) 
означает, что  

( )det 0Z ≠                                (16) 

и что наряду с матрицей Z  существует и матрица 1Z − . 
В частном случае, когда из всех тензоров, перечис-

ленных в табл. 1 не равны нулю только вектор J α  и 
тензор H αβ , а в качестве системы ДМ используются 
ДМ в вещественном представлении, для решения зада-
чи об отображении тензоров на биспинорную матрицу 
достаточно только вещественных чисел. В данной рабо-
те нас будет интересовать именно этот частный случай. 
Полное число компонент у вектора J α

 и тензора H αβ  
равно 10. В этом частном случае эрмитова матрица М 
имеет вид 

( ) ( )1 1 .M J D H S Dα − μν −
α μν= γ +

              
(17) 

Все изложенные выше результаты по отображению 
носят алгебраический характер, поскольку относятся к 
тензорам и биспинорным матрицам в одной произволь-
ной точке риманова пространства. Ясно, что если поля 

( )J xα , ( )H xαβ  заданы в некоторой области простран-
ства и если в каждой точке выполняется условие поло-
жительности матрицы ( )M x , то матрица ( )Z x  строит-
ся в каждой точке и таким образом мы получаем ото-
бражение на поле биспинорной матрицы двух тензор-
ных полей: ( )J xα и ( )H xαβ .  

Выше было сказано, что с извлечением «корня 
квадратного» из М, т. е. с нахождением Z проблем 
не существует в случае, когда все собственные значения 
{ }1 2 3 4, , ,μ μ μ μ  матрицы М положительны. Поясним 
это более подробно. Пусть Aψ  – собственный вектор 
матрицы М, соответствующий собственному значению 

Aμ  ( )1,2,3,4A = . По определению векторы Aψ  удов-
летворяют соотношению 

.A A AMψ = ψ μ                            (18) 

Каждый из векторов Aψ  имеет по четыре компоненты 

1

2

3

4

.

A

A
A

A

A

ψ
ψ

ψ =
ψ
ψ

                             

(19) 

Поскольку соотношением (18) векторы Aψ  определя-
ются с точностью до умножения на числовой множи-
тель, то векторы Aψ  могут быть нормированы условием 

2 2 2 2 2
1 2 3 4 1.A A A A Aψ = ψ + ψ + ψ + ψ =

      
(20) 

Введем матрицу U, столбцы которой состоят 
из компонент нормированных векторов Aψ , т. е. матрицу 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

.U

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

=
ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

                   

(21) 

Матрица U унитарна, т. е. 1U U+ −= . Введем также че-
тыре проектора AP : 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 3 3 2 3 3

3 3 3 4 3 3

1 1; ;
2 2
1 1; .
2 2

P E E P E E

P E E P E E

⎫= + ρ + σ = + ρ − σ ⎪⎪
⎬
⎪= − ρ + σ = − ρ − σ
⎪⎭

 

(22) 

Система проекторов (22) представляет собой полную 
систему в том смысле, что 

1,...,4
A

A
P E

=
=∑ . Поэтому 

с помощью проекторов матрица (21) может быть запи-
сана как  

( )
1,...,4

.A
A

U UP
=

= ∑
                         

(23) 

Если с помощью соотношения  

A Au UP≡                                 (24) 

ввести нормированные матричные биспиноры Au , то 
уравнение (18) примет вид 

.A A AMu u= μ                             (25) 

Теперь через Aμ  мы обозначаем не собственные числа 
(как в случае (18)), а матрицу3 вида 

1

2

3

4

A

μ
μ

μ =
μ

μ

.                    (26) 

Просуммировав соотношения (25) по А, получим 

( ) ( )
1,...,4 1,...,4

.A A A A
A A

MU u U P
= =

= μ = μ∑ ∑
       

(27) 

Умножив (27) справа на 1U − , получим 

( )
1,...,4

A A
A

M U P U +

=
= μ =∑

 

( ) ( )
1,...,4 1,...,4

.A A A A
A A

U P U P ZZ
+ +

= =

⎧ ⎫⎧ ⎫= μ μ =⎨ ⎬⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

∑ ∑ (28) 

                                                           
3 Пустые клетки в матрице означают, что там стоят нули. 
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То есть получаем соотношение (14), которое и требова-
лось доказать. Через Z здесь обозначена матрица 

( )
1,...,4

.A A
A

Z U P
=

⎛ ⎞= μ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

                    
(29) 

В явном матричном виде матрица Z имеет вид 

1

2

3

4

.Z U

μ

μ
=

μ

μ
               

(30) 

 
 

3. Уравнения для вектора и антисимметричного 
тензора, вытекающие из конформной  

геометродинамики 
 

Под уравнениями конформной геометродинамики 
(КГД)4 будем понимать уравнения ОТО 

1 ,
2

R g R Tαβ αβ αβ− =
                        

(31) 

в которых тензор энергии-импульса Tαβ  имеет специ-
фическую конструкцию 

2
; ; ;2 2 .T A A g A g A A A gν

αβ α β αβ αβ ν α β α β αβ= − − − + + + λ
 

(32) 
Здесь Aα  – вектор Вейля; λ – лямбда-член, ковариант-
ные производные вычисляются с символами Кристоф-
феля. Особенность уравнений КГД состоит в том, что 
они инвариантны относительно конформных преобра-
зований 

( )

( )
,

exp 2 ;

;

exp 2 .

g g g

A A A
αβ αβ αβ

α α α α

′ ⎫→ = σ
⎪⎪′→ = − σ ⎬
⎪′λ → λ = λ − σ ⎪⎭

               (33) 

Здесь ( )xσ = σ  – произвольная скалярная функция ко-
ординат. 

Из уравнений (31) следует, что в общем случае 
должно выполняться соотношение 

; 0T β
α β = .                                 (34) 

Если ввести антисимметричный тензор 

, , ,F A Aαβ β α α β= −
                         

(35) 

то из соотношения (34) следует соотношение 

; , 2 .F Aν
α ν α α= λ − λ

                       
(36) 

Если в качестве калибровочного условия выбрать, на-
пример, условие 

const ,λ =                                (37) 
                                                           

4 Дополнительные пояснения к уравнениям КГД см. в [17] 
и в ссылках, указанных там. 

то вектор Вейля будет удовлетворять условию типа ус-
ловия Лоренца 

; 0Aα
α = .                                 (38) 

В КГД так же, как и в ОТО, имеются задачи, в ко-
торых эволюция гравитационных степеней свободы 
и степеней свободы, связанных с материальными поля-
ми, должны рассматриваться самосогласованным обра-
зом. К числу таких задач относится, например, внут-
ренняя задача Шварцшильда. В то же время, большое 
количество задач в физике решается в такой постанов-
ке, при которой динамика материальных полей рас-
сматривается независимо от гравитационных степеней 
свободы. В этой постановке пространство является пло-
ским, а динамические уравнения для материальных по-
лей получаются из соотношения (34).  

Если следовать постановке задач в плоском про-
странстве в случае уравнений КГД, то для дополни-
тельных степеней свободы динамические уравнения 
должны следовать из соотношения (34) при условии, 
что в качестве тензора энергии-импульса используется 
тензор (32). Вычислив ;T β

α β , преобразовав полученное 
выражение с помощью уравнения (31) и воспользовав-
шись калибровкой (37), получим следующие четыре 
уравнения: 

, , 4 ;J J mHβ α α β αβ− =
                       

(39) 

; ;H mJβ
α β α= −

                            
(40) 

; 0;J ν
ν =

                                   
(41) 

constm = .                                 (42) 

Если исходные уравнения КГД были записаны 
в терминах вектора Вейля Aα  и лямбда-члена λ, то 
в плоском пространстве уравнения (39) – (42) записаны 
в новых терминах: , ,J H mα αβ . Связь между величи-
нами зависит от условия калибровки. В нашем случае 

2
2 1; ;

2
J A H F

m m
α α αβ αβ= =

               
(43) 

22mλ = .                                   (44) 
 
 

4. Уравнение Дирака в терминах  
наблюдаемых величин 

 
Предположим, что поля ( )J xα , ( )H xαβ  заданы 

в некоторой области пространства и в каждой точке мат-
рица ( )M x  может быть отображена на биспинорную 

матрицу ( )Z x . Поставим такой вопрос: по какому зако-
ну будет изменяться матрица Z, если вектор и антисим-
метричный тензор, входящие в соотношение (17), подчи-
няются уравнениям КГД, т. е. уравнениям (39) – (42)? 

Ответ на этот вопрос может быть получен по резуль-
татам доказательства трех теорем, приводимых ниже. 
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Теорема 1. Теоремой 1 будем называть соотношение 

; 0J α
α = .                               (45) 

Докажем, что оно выполняется, если, во-первых, 
вектор J α  выражается через биспинорную матрицу 
по формуле (15), 

( )1 Sp
4

J Z D Zα + α= γ , 

и, во-вторых, матрицы ,Z Z +  удовлетворяют уравне-
ниям Дирака в форме (3) и (4), 

( )Z m Zν
νγ ∇ = , 

( )Z D m Z D+ ν +
ν∇ γ = − . 

Дифференцируем выражение для J α   

( ) ( );
1 Sp
4

J Z D Z Z D Zα + α + α
α α α

⎡ ⎤= ∇ γ + γ ∇⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Пользуемся уравнением Дирака 

( ) ( );
1 Sp
4

J Z D Z Z D Zα + α + α
α α α

⎡ ⎤= ∇ γ + γ ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦  
1 Sp 0.
4

mZ DZ mZ DZ+ +⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦  

Таким образом, теорема доказана. 
Теорема 2. Теорема 2 утверждает, что если биспи-

норная матрица подчиняется уравнению Дирака (3) 
и величины Jα , Hαβ  определены соотношениями (15), 
то справедливо соотношение 

( ), , 4J J m Hβ α α β αβ− = +
 

( ) ( )5 5
1 Sp
4

E Z D Z Z D Zν + μ + μ
αβμ ν ν

⎡ ⎤+ ∇ γ γ − γ γ ∇⎢ ⎥⎣ ⎦
.  (46) 

Доказательство теоремы будет проведено в не-
сколько этапов. Сначала попытаемся вычислить вели-
чину ( ), ,J Jβ α α β− , используя соотношения (10), (11).  

Из (15) следует: 

( ) ( ) ( ){ }, ,
1 Sp
4

J J Z D Z Z D Z+ +
β α α β α β β α− = ∇ γ + γ ∇ −

 ( ) ( ){ }1 Sp .
4

Z D Z Z D Z+ +
β α α β− ∇ γ + γ ∇

         

(47) 

Пользуемся соотношениями (10), (11) 

( ) ( ){, ,
1 Sp
4

J J Z DS Z+ ν
β α α β ν α β− = ∇ γ −

 

( ) }mZ D Z Z D S Z mZ D Z+ + ν +
α β β α ν β α− γ γ − γ ∇ + γ γ −  

( ){1 Sp
4

Z DS Z mZ D Z+ ν +
ν β α β α− ∇ γ − γ γ −  

( ) }.Z D S Z mZ D Z+ ν +
α β ν α β− γ ∇ + γ γ             (48) 

В правой части (48) группируем отдельно члены без 
производных и с производными 

( ) { }, ,
1 Sp
2

J J m Z D Z Z D Z+ +
β α α β α β β α− = − γ γ + γ γ +

 ( ) ( ){1 Sp
4

Z DS Z Z D S Z+ ν + ν
ν α β β α ν+ ∇ γ − γ ∇ −  

( ) ( )}.Z DS Z Z D S Z+ ν + ν
ν β α α β ν− ∇ γ + γ ∇        (49) 

Произведения ДМ типа S ν
α βγ , S ν

β αγ  в (49) заменяем 
с использованием следующих соотношений: 

5

5

;

.

S E

S E

ν ν ν ν μ
α β αβ β α α βμ

ν ν ν ν μ
β α αβ β α α βμ

⎫γ = −η γ + δ γ + γ γ ⎪
⎬

γ = η γ − δ γ + γ γ ⎪⎭
 

Получаем 

( ) { }, , SpJ J m Z DS Z+
β α α β αβ− = − +

 

( ) ( ){ }5
1 Sp
4

Z D E Z+ ν ν ν μ
ν αβ β α α βμ+ ∇ −η γ + δ γ + γ γ +  

( )( ){ }5
1 Sp
4

Z D E Z+ ν ν ν μ
αβ β α α βμ ν+ − η γ − δ γ + γ γ ∇ +  

( ) ( ){ }5
1 Sp
4

Z D E Z+ ν ν ν μ
ν αβ α β α βμ+ − ∇ −η γ + δ γ − γ γ +  

( )( ){ }5
1 Sp .
4

Z D E Z+ ν ν ν μ
αβ α β α βμ ν+ + η γ − δ γ − γ γ ∇   (50) 

Члены в (50), содержащие метрический тензор, сокра-
щаются. Остальные дают 

( ), , 8J J mHβ α α β αβ− = + +

 

( ){ } ( ){ }5
1 1Sp Sp
4 4

Z D Z E Z D Z+ ν + μ
β α α βμ ν+ ∇ γ + ∇ γ γ +  

( ){ } ( ){ }5
1 1Sp Sp
4 4

Z D Z E Z D Z+ ν + μ
α β α βμ ν+ γ ∇ − γ γ ∇ +  

( ){ } ( ){ }5
1 1Sp Sp
4 4

Z D Z E Z D Z+ ν + μ
α β α βμ ν+ − ∇ γ + ∇ γ γ −  

( ){ } ( ){ }5
1 1Sp Sp .
4 4

Z D Z E Z D Z+ ν + μ
β α α βμ ν− γ ∇ − γ γ ∇  

Члены, содержащие D αγ , сводятся к ( ), ,J Jβ α α β− − . 

Остальные комбинируются в выражение 

( ) ( ){ }5 5
1 Sp
2

E Z D Z Z D Zν + μ + μ
α βμ ν ν∇ γ γ − γ γ ∇ . В ре-

зультате получаем 

( ) ( ), , , ,8J J mH J Jβ α α β αβ β α α β− = − − +

 ( ) ( ){ }5 5
1 Sp .
2

E Z D Z Z D Zν + μ + μ
α βμ ν ν+ ∇ γ γ − γ γ ∇   (51) 

После тождественных преобразований соотношения 
(51) получаем соотношение, совпадающее с (46). Таким 
образом, теорема 2 доказана.  
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Теорема 3. Теорема 3 утверждает, что справедливо 
соотношение 

( ) ( )( )( ); 0
1Sp .
8

H M Z DZ Z D Z m Jν + +
α ν α α α= − ∇ − ∇ −  

(52) 
Доказательство будет состоять в прямой проверке 

справедливости (52). Имеем 

{ };
1 Sp
8

H Z DS Zν + ν
α ν ν α= − ∇ =  

( ){ } ( ){ }1 1Sp Sp .
8 8

Z DS Z Z DS Z+ ν + ν
ν α α ν= − ∇ − ∇   (53) 

Заменяем матрицу S ν
α  в первом случае по формуле 

S ν ν ν
α α α= δ − γ γ ,                          (54) 

а во втором случае по формуле 

S ν ν ν
α α α= −δ + γ γ .                        (55) 

Получаем 

( ) ( ){ };
1 Sp
8

H Z D Zν + ν ν
α ν ν α α= − ∇ δ − γ γ −

 

( )( ){ }1Sp .
8

Z D Z+ ν ν
α α ν− −δ + γ γ ∇               (56) 

После использования уравнений (3), (4) получаем 

( ) ( ){ };
1 Sp
8

H Z DZ Z D Zν + +
α ν α α= − ∇ − ∇ −

 

{ }1 Sp .
4

m Z D Z+
α− γ                           (57) 

Полученное соотношение (57) совпадает с (52). Таким об-
разом, доказано, что из уравнения Дирака действительно 
следует соотношение (52), т. е. доказана теорема 3.  

Результаты доказанных теорем суммированы 
в табл. 2. 
 

Таблица  2 

Соотношения, следующие из уравнения Дирака 

Номер 
теоремы Что утверждает теорема 

1 ; 0J α
α =  

2 
( ), , 4J J mHβ α α β αβ− = +

 
( ) ( )5 5

1 Sp
4

E Z D Z Z D Zν + μ + μ
αβμ ν ν

⎡ ⎤+ ∇ γ γ − γ γ ∇⎢ ⎥⎣ ⎦

3 ( ) ( );
1Sp
8

H Z DZ Z D Z mJν + +
α ν α α α

⎡ ⎤= − ∇ − ∇ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
Обращает на себя внимание тот факт, что если 

в табл. 2 занулить все шпуровые члены, то соотноше-
ния между вектором J α  и тензором H αβ  примут вид, 
полностью совпадающий с уравнениями (39) – (42). 
Докажем, что для обращения в нуль шпуровых членов 

в табл. 3 биспинорную связность необходимо положить 
равной 

( ) ( )1 1
, ,

1 .
2

Z Z Z Z− + − +
α α α

⎡ ⎤Γ = −⎢ ⎥⎣ ⎦                 
(58) 

По существу необходимо доказать, что при подстановке 
выражения (58) в шпуровые члены эти члены обраща-
ются в нуль, т. е. выполняются равенства 

( ) ( ){ }5 5Sp 0;E Z D Z Z D Zν + μ + μ
αβμ ν ν∇ γ γ − γ γ ∇ =

  
(59) 

( ) ( )( )Sp 0Z DZ Z D Z+ +
α α∇ − ∇ = .              (60) 

Проверим это на примере одного какого-нибудь из ра-
венств (59) – (60). Например, равенства (60). Пользуем-
ся свойствами шпуров.  

( ) ( )Sp Z DZ Z D Z+ +
α α

⎡ ⎤∇ − ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 ( ) ( ){ }0 , ,2Sp Sp .Z DZ M Z DZ Z DZ+ + +

α α α
⎡ ⎤= Γ + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

Подставляем в это равенство выражение (58)
 

( ) ( )Sp Z DZ Z D Z+ +
α α

⎡ ⎤∇ − ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( ) ( )( )( )1 1
, ,Sp Z Z Z Z Z DZ− + − + +
α α

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 { }, ,Sp .Z DZ Z DZ+ +

α α+ −  

После тождественных преобразований этого соотноше-
ния видим, что  

( ) ( )Sp 0Z DZ Z D Z+ +
α α

⎡ ⎤∇ − ∇ =⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

т. е. равенство (60) действительно выполняется, если 
биспинорная связность определяется по формуле (58). 
Аналогичным образом доказывается справедливость 
соотношений (59).  
 
 

5. Пример точного решения уравнений КГД 
 

5.1. Точное решение 
 

Решение, о котором далее пойдет речь, имеет вид 

0 0
1; ;

4
0; 0.

k
k

k
mn

xJ u H u
m r

J H

⎫= ′= −⎫ ⎪
⎬ ⎬= ⎭ ⎪= ⎭

             

(61) 

Здесь  
( )u u r= ,                                    (62) 

так что решение является стационарным и сферически-
симметричным. Анзатц (61) обеспечивает автоматиче-
ское выполнение уравнений (39), (41), (42). Для того 
чтобы выражения (61) были решением уравнений КГД, 
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необходимо, чтобы удовлетворялись еще уравнения 
(40). Подставляем выражения (61) в уравнения (40). 
Оказывается, что уравнения (40) удовлетворяются, если 
функция u является решением уравнения 

22 4 0u u m u
r

′′ ′+ − = .                       (63) 

Общее решение уравнения (63) состоит из двух слагае-
мых 

2 2

1 2

mr mre eu C C
mr mr

−
= + .                 (64) 

Каждое слагаемое входит в решение (64) со своей 
безразмерной константой интегрирования 1 2,C C . Мы 
будем рассматривать случай, когда 1 0C = . Если кон-
станта m положительна, то в этом случае решение (64) 
растет экспоненциальным образом 

2mreu c
mr

= − .                               (65) 

В (65) константа 2C  обозначена как c− . Подставляем 
(65) в (61) и получаем 

2

0

2
0 2 2

;

1 2 .
4

mr

mr k
k

eJ c
mr

xc mH e
r rm r

⎫
= − ⎪

⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪= − −⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

.              (66) 

Для получения матрицы М подставляем выраже-
ния (66) в формулу (17) и ДМ используем в виде (2). 
Получаем 

1 1 10
2 2 2

1 1 10
2 2 2

1 1 1 0
2 2 2
1 1 10

2 2 2

z x yu u u u
m r m r m r

z y xu u u u
m r m r m rM

x y zu u u u
m r m r m r

y x zu u u u
m r m r m r

′ ′ ′− − −

′ ′ ′− − − −
=

′ ′ ′− − − +

′ ′ ′− − +

. 

(67) 
Собственные значения матрицы М:  

1 2
1 1; ;

2 2
u u u u

m m
′ ′μ = − − μ = − −  

3 4
1 1; .

2 2
u u u u

m m
′ ′μ = − + μ = − +             (68) 

Подстановка в (68) выражения (65) для u дает 

[ ]
2

1 2 2 2

2

3 4 2 2

1 4 ;
2

.
2

mr

mr

ce mr
m r

ce
m r

⎫
μ = μ = − − ⎪

⎪
⎬
⎪μ = μ = ⎪⎭               

(69) 

Из (69) следует, что условия положительности всех соб-
ственных значений состоят, во-первых, из ограничений 
на константу с  

0c > ,                                       (70) 

во-вторых, из ограничений на область значений ради-
альной переменной   

1 4r m> .                                 (71) 

При нарушении условий (70), (71) некоторые из собст-
венных значений становятся отрицательными. 

Нормированные собственные векторы, соответст-
вующие собственным значениям (68), обозначим через 

I II III IV, , ,ξ ξ ξ ξ . Эти векторы удовлетворяют следую-
щим соотношениям: 

I I II II
I II, ,M Mξ = ξ μ ξ = ξ μ  

III III IV IV
III IV,M Mξ = ξ μ ξ = ξ μ .           (72) 

Приводим векторы I II III IV, , ,ξ ξ ξ ξ  в явном виде 

( )

( )

( )

( )

( )
( )

I II

2 2

2 2; ;
0

2
02

y x
r r z r r z

x y
r r z r r z

r z
r z r

r

−
− −

− −ξ = ξ =

−
−

 

( )

( )

( )

( )

( )
( )

III IV

2 2

2 2; .
0

2
02

y x
r r z r r z

x y
r r z r r z

r z
r z r

r

−
+ +

− −
+ +ξ = ξ =

+
+

       (73) 

Составим диагональную матрицу μ, по диагонали 
которой стоят 1 2 3 4, , ,μ μ μ μ , а также матрицу ξ, столб-

цы которой составлены из компонент векторов I ,ξ  II ,ξ  
III IV,ξ ξ . 

1

2

3

4

μ
μ

μ =
μ

μ

,                      (74) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0
2 2

0 0
2 2

y x y x
r r z r r z r r z r r z

x y x y
r r z r r z r r z r r z

r z r z
r r

r z r z
r r

− −
− − + +

− −
− − + +

ξ =
− +

− +

. (75) 
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Матрица ξ вида (75) является ортогональной. В терми-
нах введенных матриц (74), (75) соотношения (72) за-
пишутся в виде матричного равенства 

Mξ = ξμ .                                (76) 

Умножаем (76) справа на +ξ .  

M += ξμξ .                              (77) 

Если все собственные значения 1 2 3 4, , ,μ μ μ μ  положи-
тельны, то соотношение (77) может быть записано 
в виде (14), где  

Z = ξ μ ,                               (78) 

а через μ  обозначена матрица   

1

2

3

4

μ

μ
μ =

μ

μ

.           (79) 

Выпишем в явном виде биспинорную матрицу Z 
для рассматриваемого точного решения. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

31 2 4

31 2 4

2 4

1 3

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0
2 2

0 0
2 2

yy x x
r r z r r z r r z r r z

xx y y
r r z r r z r r z r r zZ

r z r z
r r

r z r z
r r

μ− μ μ − μ

− − + +

− μμ μ − μ

− − + +=
− +

μ μ

− +
μ μ

.

(80) 
Исходными матрицами для нахождения биспинорной 
связности αΓ  по формуле (58) являются формулы (79) 

для μ , а также выражение (75) для ортогональной мат-
рицы ξ. Последовательность вычислений αΓ  включает: 

(1) Нахождение выражения для +ξ , исходя из вы-
ражения (75) для матрицы ξ. 

(2) Нахождение частных производных ,0 ,+ξ
 ,1,+ξ  

,2 ,+ξ  ,3
+ξ . 

(3) Нахождение ( ),1 ,+ξ ξ  ( ),2 ,+ξ ξ  ( ),3
+ξ ξ . 

(4) Вычисление комбинаций ( ),1
1+μ ξ ξ
μ

, 

( ),2
1+μ ξ ξ
μ

, ( ),3
1+μ ξ ξ
μ

 и подстановка их в фор-

мулу (58) для αΓ . 
Каждая из перечисленных операций достаточно 

проста, однако их изложение представляется слишком 

громоздким. Мы приведем окончательный результат, 
введя вспомогательную функцию 

31 1 4

3 1 4 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞μμ μ μΩ = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟μ μ μ μ⎝ ⎠⎝ ⎠

 
( )

32 2 4
2 2 23 2 4 2

4 .
4

mu

m u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞μμ μ μ= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟μ μ μ μ⎝ ⎠⎝ ⎠ ′−
 (81) 

Компоненты биспинорной связности могут быть 
записаны в следующем компактном виде 

0 0;Γ =                                   (82) 

( )1 2 22 2 22 4

y xzi i
r r z r r z

Γ = − σ − Ω ρ +
− −

 

1 22 2
;

4

y i
r r z

+ Ω ρ σ
−

                    (83) 

( )2 2 22 2 22 4

x yzi i
r r z r r z

Γ = σ − Ω ρ −
− −  

1 22 2
;

4

x i
r r z

− Ω ρ σ
−

                    (84) 

2 2

3 22 .
4

r z i
r
−Γ = Ω ρ                      (85) 

Полученные выражения (82) – (85) соответствуют, 
как и следовало ожидать, группе калибровочных преоб-
разований (4)SO . 

 
5.2. Анализ решения 

 
Из (36) следует, что вектор ( );const 2j Aα α α= λ − λ  

в самом общем случае удовлетворяет уравнению непре-
рывности 

; 0.jα
α =

                              
(86) 

В пространственно-временной области, в которой 
вектор jα  является времениподобным, он может быть 
представлен в виде 

,j uα α≡ ρ                             (87) 

где uα  – единичный времениподобный вектор. 
При сигнатуре ( )− + + +  

2 1.u = −                               (88) 

Появление в схеме времениподобного вектора jα , 
удовлетворяющего уравнению непрерывности (86), 
означает, что схема содержит в себе некоторую строго 
сохраняющуюся субстанцию, плотность которой ρ 
определяется, как следует из (87), соотношением 

( )j jα
αρ = − . 
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Под сохраняющейся субстанцией будем понимать 
какой-нибудь заряд, который в теории элементарных 
частиц считается строго сохраняющимся. Удельный 
объем V определяется как величина, обратная к ρ 

1 .V = ρ                                  (89) 

С помощью вектора uα  могут быть обычным пу-
тем построены два оператора проектирования: 

; .u u s g u uα β αβ αβ α β− ≡ +                   (90) 

Тензор Tαβ  
вида (32) может быть представлен в виде 

( ) ,T Uu u u q u q Wαβ α β α β β α αβ= + + +          (91) 

где величины , ,U q Wα αβ  определяются соотношениями 

( );U u T uμ ν
μν≡  ;q s T uμ ν

α α μν≡ −  .W s s Tμ ν
αβ α β μν≡

  
(92) 

В последующем будем следовать обычной трак-
товке величин (92), а именно: U – плотность энергии; 
qα  – вектор плотности потока энергии; Wαβ  – тензор 

напряжений. Обычно тензор Wαβ  представляется в виде 
суммы двух слагаемых 

,W Psαβ αβ αβ= − τ                         (93) 

где Р – давление, а αβτ  – тензор вязких напряжений, 
удовлетворяющий условию 

0ν
ντ = .                                   (94) 

Условие (94) означает, что тензор αβτ  не содержит чле-
нов со второй вязкостью. При выполнении условия (94) 
представление (93) однозначно. 

Уместно заметить, что трактовка U и P как плотно-
сти энергии и давления среды согласуется с трактовкой 
аналогичных величин в случае тензора энергии-импуль-
са идеальной жидкости, т. е. в случае, когда 

( ) .T U P u u Pgαβ α β αβ= + +                   (95) 

Величина U определяется при этом по формуле 

( )U u T uμ ν
μν≡ , а величина P – по формуле  

( )1 1 .
3 3

P T g u u T sαβ α β αβ
αβ αβ= + =             (96) 

То есть в случае идеальной жидкости формулы для оп-
ределения U и P совпадают с формулами (92), (93) 
для этих величин в случае КГД. 

Явный вид введенных выше величин , ,U q Wα αβ , P, 

αβτ  зависит от выбора калибровки. Если в качестве 
калибровочного условия использовать условие посто-
янства λ, то автоматически будет выполняться условие 
Лоренца ; 0Aα

α =  и выражения для введенных величин 
могут быть записаны в ковариантной форме. Эти выра-
жения имеют вид 

( )
2

;2
3 1 ;
4

U uν
ν

ρ= − + ρ − λ
λλ

                    (97) 

;
2

1 ;
22

V
q s w

VV
ββ

α α β
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥λλ⎣ ⎦
                  (98) 

2

; ; 22 4
W u u s sαβ α β β α αβ αβ

ρ ρ⎡ ⎤= − + − + λ +⎣ ⎦λ λ  
;

2
u w u wα β β α

ρ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦λ
                       (99) 

( )
2

;2
1 ;

34
P uν

ν
ρ= + λ + ρ

λλ
                 (100) 

; ; ;
2 ( ) .

2 3
s s u u s uμ ν σ

αβ α β μ ν ν μ μν σ
ρ ⎡ ⎤τ = + −⎢ ⎥λ ⎣ ⎦

    (101) 

Входящий в выражения (98), (99) вектор wα  определя-

ется соотношением ;w u uσ
α α σ≡ , т. е. является 4-мер-

ным вектором ускорений. 
Из (97), (100) следует, что между величинами U, P, 

V имеется следующая связь: 

2 2
1 4 1 .
3 3 2

P U
V

= + λ +
λ

                    (102) 

Это соотношение является не чем иным, как уравнени-
ем состояния геометродинамической сплошной среды.  

Выражение для изэнтропической скорости звука 
sc , определяемой как 

2 2 ,s
s

Pc V
V

∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                       (103) 

имеет вид 

( )2
2

4 1 .
3 2

sc V P
V

= − λ +
λ

                (104) 

Запишем выражения для компонент тензора энер-
гии-импульса, соответствующего решению (66). Пола-
гаем, что входящие в тензор энергии-импульса величи-
ны имеют следующую структуру: 

( )( )0 , , ,0,0,0 , const .A A x y zα = λ =        (105) 
Получаем 

( )

( )

2
00 0

0 0,

2
0

3 ;
;

.

k k

mn mn

T A
T A

T A

⎫
= − − λ ⎪

⎪= ⎬
⎪

⎡ ⎤ ⎪= δ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎭

                (106) 

Заменяем в (106) величины ,Aα λ  на ,J mα  согласно 
формулам (43), (44). Произвольную безразмерную кон-
станту θ полагаем равной 1 2θ = . 

;A m Jα α=                             (107) 

22 .mλ =                              (108) 
Получаем 



 12

( )

( )

22 2
00 0

0 0,

22 2
0

3 2 ;
;

2 .

k k

mn mn

T m J m
T mJ

T m J m

⎫
= − − ⎪

⎪= ⎬
⎪

⎡ ⎤ ⎪= δ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎭

            (109) 

Из (109) следуют выражения для плотности энер-
гии U и давления P: 

( )22 2
03 2 ;U m J m= − −                   (110) 

( )22 2
0 2 .P m J m= +                      (111) 

Из (110), (111) следует, что плотность энергии является 
отрицательной величиной, а давление – положительной: 

0, 0.U P< >                           (112) 

При этом величины U и P связаны соотношением 
23 4 .U P m= − +                          (113) 

Сравнивая (113) с (102), видим, что должно выполнять-
ся соотношение 

2
2 4

1 2 .
16

P m
V m

= +                      (114) 

Подставляя (114) в (113), получаем 

2
2 4

3 2 .
16

U m
V m

= − −                     (115) 

Сравнение (115) и (110) дает 

0
3

1 .
4

J
Vm

=                             (116) 

Из общей теории следует, что векторы J α  и uα
 

должны быть коллинеарными, т. е.  

const .uJ
V

α
α =                            (117) 

Полагая в (117) индекс 0α =  и воспользовавшись выра-
жениями (116) и (66) для 0J , приходим к соотношению 

2
31 4 .

mrecm
V mr

ρ = =                         (118) 

Из (118), (115), (114) находим зависимость от ра-
диальной координаты плотности энергии и давления 

4
2 2

23 2 ;
mreU c m

r
= − −                        (119) 

4
2 2

2 2 .
mreP c m

r
= +                          (120) 

Из (119), (120) следует, что при r → ∞  величины U, P 
связаны соотношением 

r
U P

→∞
= − .  

Теперь найдем выражение для изэнтропической 
скорости звука sc . Подставляя в общую формулу (104) 
выражения (120) и (118) для Р и 1 V , получаем 

2
2

2
11 .
6

mr

s
ec c
m r

=                            (121) 

Из вида полученной формулы (121) для sc  сразу можно 
сделать утверждение о том, что изэнтропическая ско-
рость звука стремится к бесконечности при r → ∞ . При 
таком характере зависимости скорость звука должна 
сравняться со скоростью света на каком-то конечном 
радиусе r . Для нахождения r  необходимо приравнять 
выражение (121) величине 1 m  – единственной кон-
станте в задаче с размерностью длины 

( ) 2 6 .
11

mrmr e c− =                      (122) 

Ясно, что если  
11 12 ,c e≤                          (123) 

то решение уравнения (122) всегда существует. В других 
случаях скорость распространения возмущений геомет-
родинамической среды не достигают скорости света.  

По-видимому, при эволюционном характере фор-
мирования решения в области радиусов вблизи r  набе-
гающие возмущения перестраивают решение в рамках 
решений уравнений КГД. Другими словами, r  – это тот 
радиус, на котором решение может ветвиться, т. е. одна 
ветвь решения сменяться другой. Заметим, что в качестве 
другой ветви решения может подойти решение типа (65), 
но не с возрастающей экспонентой, а со спадающей. 

Таким образом, решение в форме (61) справедливо 
при всех значениях радиальной переменной 0r > . 
Имеются, однако, два значения радиальной перемен-
ной, при которых решение и/или его трактовка претер-
певает изменение. Первое значение равно 1 4m , а вто-
рое r  определяется из уравнения (122). Полное реше-
ние включает описание вектора Jα  и тензора Hαβ  
в трех областях, указанных на рисунке.  

Область II отличается тем, что если константа ин-
тегрирования удовлетворяет неравенству (123), то в ней, 
т. е. в диапазоне  

1 4 ,m r r< <                           (124) 
 

Три области, допускающие различные интерпретации решения уравнений КГД 

Область I Область IIIОбласть II

r = 0 r = 1/4m r r= r 
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выполняется условие положительности поляризацион-
ной матрицы плотности М, построенной по формуле 
(17). Это означает, что в диапазоне (124) решение (61) 
может трактоваться в терминах состояний биспинорной 
матрицы Z (80). Поскольку эта матрица является пря-
мой суммой четырех биспиноров, то описание решения 
в области II может проводиться в терминах четырех 
частиц со спином ½. Что касается областей I, III то по-
строенная по формуле (17) поляризационная матрица 
плотности М в этих областях не является положительно 
определенной. В этих областях трактовка матрицы М 
требует дополнительного рассмотрения. 

 
 

Обсуждение результатов 
 

В настоящей работе предложено решение одной из 
давно обсуждаемых физиками и математиками проблем – 
проблемы физической интерпретации вейлевских сте-
пеней свободы пространства. С точки зрения КГД 
смысл вектора Вейля зависит от масштаба рассматри-
ваемых явлений. На больших масштабах, т. е. масшта-
бах, на которых в уравнениях (31) нельзя отбрасывать 
левую часть и пренебрегать таким образом кривизной 
пространства, вектор Вейля играет роль вектора плот-
ности тока сохраняющегося заряда. КГД не предопре-
деляет тип сохраняющегося заряда, но однозначно ука-
зывает на существование такого заряда. Наличие строго 
сохраняющегося вектора плотности тока позволяет вве-
сти понятие удельного объема и развить феноменоло-
гическую термодинамику для геометродинамической 
сплошной среды.  

На масштабах микрочастиц вектор Вейля пропор-
ционален суммарному вектору плотности вероятности 
всех частиц с полуцелым спином, в терминах которых 
может быть описана динамика геометродинамической 
среды. Совпадение уравнений КГД со следствиями урав-
нения Дирака, которое приведено в табл. 2, является, по 
нашему мнению, сильным аргументом, подтверждающим 
жизнеспособность предлагаемой интерпретации.  

Следует, однако, иметь в виду, что динамика вей-
левских степеней свободы описывается уравнениями 
(39) – (42) при любой структуре поляризационной матри-
цы М. Но изложенный вариант квантово-полевой интер-
претации решений этих уравнений возможен не всегда, 
он применим в случаях, когда все собственные значения 
матрицы М положительны. Это условие соответствует 
обычным требованиям, предъявляемым к поляризаци-
онным матрицам плотности в квантовой механике и 
квантовой теории поля. По-видимому, подобная интер-
претация может оказаться возможной и при нарушении 
условия положительности матрицы М – это требует 
отдельного рассмотрения. Результаты данной работы 
допускают ряд обобщений, например: комплексифика-
цию, введение внутренних пространств, различные си-
туации с собственными числами матрицы М и т. д.  

В заключение заметим, что изложенные представ-
ления о векторе Вейля открывают новые возможности 
при теоретическом обосновании стандартной модели 
элементарных частиц, в частности модели конфайнмента.  
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ПРИБЛИЖЕННОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА ГЛАВНЫЕ СОБСТВЕННЫЕ 

ЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ ОДНОСКОРОСТНОГО КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА 
НЕЙТРОНОВ В СЛУЧАЕ ОДНОРОДНОГО ШАРА ИЗ ПРОИЗВОЛЬНОГО ВЕЩЕСТВА  

ПРИ ЛЮБЫХ ЕГО ОПТИЧЕСКИХ ТОЛЩИНАХ 
 

Н. Б. Бабичев, П. В. Забусов, И. В. Лутиков, В. П. Незнамов 
 

ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

Рассмотрен однородный шар, в котором изменение функции распределения 
нейтронов со временем t подчиняется простому экспоненциальному закону teλ , где 
λ – главное собственное значение кинетического уравнения. Получена формула 
для λ, которая с достаточно высокой точностью справедлива при любых значениях 
оптической толщины шара из произвольного вещества. 

 
 
 

Введение 
 

В качестве объекта исследований рассмотрим про-
странственно-однородный шар из произвольного веще-
ства. В работе [1] в случае такой системы получена сле-
дующая полуинтерполяционная формула для расчета 
главного собственного значения (СЗ) односкоростного 
уравнения переноса нейтронов с изотропным ядром 
интеграла столкновений: 

( ) ( )0,83 0,172 11,57 ,V R R
R R h

⎡ ⎤
λ = β − − β⎢ ⎥β⎣ ⎦

             (1) 

я я( ) ;s f c totn nα = σ + σ + σ = σ я ( );f snβ = νσ + σ  h β
= =
α

 

f s

s f c

νσ + σ
=
σ + σ + σ

 – активность вещества; я
ANn

A
ρ

=  – плот-

ность ядер с массовым числом А в веществе плотно-
стью ρ; AN  – число Авогадро; sσ , fσ , cσ  и totσ  – 

элементарные сечения рассеяния, деления, захвата и 
полное; ν  – среднее число вторичных нейтронов, ис-
пускаемых в одном акте деления ядра; R  – радиус ша-
ра; V  – модуль вектора скорости полета нейтрона V . 

Отметим, что эволюция функции распределения 
нейтронов во времени описывается следующим экспо-
ненциальным законом (см. [1]): 

( , , ) ( , ),tt r V e r Vλψ = ψ                           (2) 

( , , )t r Vψ  – это функция распределения нейтронов 

в фазовом пространстве векторов r , V  в момент вре-
мени t  в точке наблюдения с радиусом-вектором r . 

Формула (1) справедлива для шара из произволь-
ного вещества внутри некоторого диапазона изменения 
оптической толщины p R= α  

max0 ( ).p p h≤ ≤                             (3) 

Достоинством соотношения (1) является возмож-
ность его применения в области малых оптических 
толщин, включающей в себя даже предельный случай 

0p → . 
Ограничение на оптическую толщину сверху явля-

ется очевидным недостатком выражения (1). 
Хотелось бы иметь в распоряжении формулу для λ 

в случае шара из произвольного вещества, которая 
справедлива при любых его оптических толщинах. По-
строение такой формулы является задачей данной ра-
боты. Для ее решения имеются следующие соображе-
ния. В области больших оптических толщин системы 
справедлива теория диффузии нейтронов. В случае од-
нородного шара имеется следующая диффузионная 
формула (см., например, [2]):  

1 ,
tg
hV

⎛ ⎞ω
λ = α −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 
0

,
R z
π

ω =
β +

 0 0,7104.z =    (4) 

Точность этого соотношения падает по мере 
уменьшения оптической толщины шара, приводя к аб-
сурду в некоторой области малых оптических толщин. 

В случае указанных формул, которые с точки зре-
ния областей применимости можно считать противопо-
ложными, существует принципиальная возможность их 
сшивки в некотором промежуточном интервале изме-
нения p R= α . 

В статье подтверждена возможность сшивки реше-
ний на СЗ и на основе этого решена поставленная задача. 
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1. Изучение вопроса о возможности  
сшивки двух решений на СЗ 

 
Сравним результаты расчетов λ по формулам (1) 

и (4) с соответствующими численными решениями за-
дачи на главные СЗ односкоростного кинетического 
уравнения по математической методике [3]. 

Результаты вычислений по формулам и численных 
расчетов по методике [3], выполненных на примере 
вещества с активностью 1,7h = , представлены графи-
ками рисунка. 
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-20
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120

0 1 2 3 4 5 6

βR  
Зависимости ( )Rλ β  (сплошная и пунктирная линии – резуль-
таты вычислений соответственно по формулам (1) и (4), мар-

керы – значения, рассчитанные по методике [3]) 
 

Величины λ рисунка приведены в условных еди-
ницах УЕ. Одна УЕ равна 7 110 c− . Это соответствует 
следующим принятым нами значениям параметров: 

скорость нейтронов 9 110 cм cV −= ⋅ , A
tot

N
A

σ =  

2 10,0133 см г−= ⋅ , масса шара 3,14M =  кг (это значе-
ние равно числу π, что приводит к его исчезновению 

в формуле 34
3

M Rπ
= ρ ). 

Обсудим полученные результаты. Сначала рас-
смотрим формулу (1). В пределе Rβ →∞  

( )p R= α →∞  она приводит к нефизическому резуль-
тату. Например, в случае 1h >  из выражения (1) следу-
ет, что ( )R ∞λ β →∞ = λ → −∞ , однако на самом деле 

( 1) 0h V∞λ = − α > . 
Из рисунка видно, что при достаточно больших 

Rβ  точность формулы (1) падает по мере увеличения 
Rβ . Для примера укажем, что относительная погреш-

ность выражения (1) составляет 1 %≈  при значениях 

( )4,2 2,47R p Rβ = = α ≈ . В случае 4,2Rβ <  и p =  
2,47R= α <  для надкритических состояний шара по-

грешность формулы (1) меньше одного процента. 

Что касается диффузионной формулы (4), то она 
обладает высокой точностью, если 2Rβ ≥  (см. рису-

нок) и 1,18Rp
h
β

= ≥ . При малых Rβ  выражение (4) 

неверно. Действительно, в случае 0,29Rβ ≈  оно фор-
мально приводит к разрыву зависимости ( )Rλ β  с пере-
ходом от λ = −∞  к ветви с λ = +∞ . 

В диапазоне 2 4R≤ β ≤  обе формулы обеспечивают 
хорошую точность (относительная погрешность в λ ме-
нее одного процента), и, как следует из графиков, в этой 
области имеется точка пересечения. Таким образом, вы-
ражения (1) и (4) в указанном интервале можно сшить. 
 
 

2. Аналитическое выражение для λ в случае 
шара из произвольного вещества, справедливое 

при любых значениях его оптической  
толщины 

 
Рассмотрим шар с произвольной постоянной мас-

сой М. Условием сшивки формул служит равенство 

( ) ( )0,83 0,172 11,57 1 ,
tg

V hR R V
R R h

⎛ ⎞⎡ ⎤ ω
β − − β = α −⎜ ⎟⎢ ⎥β ω⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 

(5) 

.
0,7104R
π

ω =
β +

 

Равенство (5) перепишем с учетом следующих связей: 

34 ;
3

M Rπ
= ρ  ( );A

s f c
N
A

ρ
α = σ + σ + σ  

( );A
f s

N
A

ρ
β = νσ +σ  .f s

s f c
h

νσ + σ
=
σ + σ + σ

 

После несложных преобразований для нахождения 
абсциссы точки сшивки сшивки( )Rβ  получается сле-
дующее трансцендентное уравнение: 

( )0,1721,57
tg

R
R

β ω
− =
β ω

, .
0,7104R
π

ω =
β +

      (6) 

Численным решением уравнения (6) является 

( )сшивки 3,4509Rβ = .                         (7) 

Итоговое искомое выражение имеет следующий 
вид: 

( ) ( ) ( )

( )

0,83 0,17
сшивки

сшивки

2 11,57 , ;

1 , , .
tg 0,7104

V R R R R
R R h

hV R R
R

⎧ ⎡ ⎤
β − − β β ≤ β⎪ ⎢ ⎥β⎣ ⎦⎪λ = ⎨
⎛ ⎞ω π⎪ α − ω = β ≥ β⎜ ⎟⎪ ω β +⎝ ⎠⎩

     (8) 
Оно справедливо во всем диапазоне изменения произ-
ведения [0; )Rβ ∈ ∞  и оптической толщины шара 

[0, )p R= α ∈ ∞ . 
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Отметим, что в точке сшивки решений (7) относи-
тельная погрешность в величине λ меньше 0,2 %. 

В приложении показано, что формула (8) соответ-
ствует теории подобия [4]. 
 
 

3. Некоторые численные результаты 
 

В таблице для трех значений активности представ-
лены результаты вычисления λ по формуле (8) и соот-
ветствующих численных расчетов по математической 
методике [3]. 

Значения λ приведены в тех же УЕ, что и на ри-
сунке. 

Кроме СЗ, в таблице указаны модули абсолютных 

погрешностей Δλ  и относительные погрешности Δλ
λ

, 

где Δλ  – отклонение вычислений по формуле (8) от 
результата численного расчета, а λ – результат числен-
ного расчета. 

В области 1Rβ <  максимальная относительная по-
грешность формулы находится на уровне 10 %. В наи-
более интересном с практической точки зрения диапа-
зоне 2Rβ ≥  относительная погрешность формулы 
меньше или порядка одного процента. 

Из таблицы видно, что по мере уменьшения h аб-
солютная погрешность Δλ  увеличивается. Эту законо-
мерность подтвердим с помощью оценок. 

В работе [4] получена формула, связывающая λ 
подобных систем с разными ядерно-физическими ха-
рактеристиками и свойствами. Из этой формулы, при-
веденой в приложении (см. выражение (П2)), вытекает 
следующее соотношение для дифференциалов: 

2 2 2
2 1 1

1 1 1
.h

h
α β

Δλ = Δλ = Δλ
α β

                      (9) 

Учтем, что 
3 ;
4

A
tot

NM hR
A R

= σ
π β

                       (10) 

( )31

3
4 .
3

A
tot

RN
M A h

− βπ ⎛ ⎞α = σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (11) 

Подставляя формулу (11) в выражение (9), при условии 

постоянства массы М и структуры A
tot

N
A

∗
σ , получим 

2 1

1 2
.h

h
Δλ

=
Δλ

                              (12) 

Это соотношение хорошо передает тенденцию роста 
абсолютной погрешности Δλ  при уменьшении актив-
ности h (см. таблицу). 

 
Зависимость λ от параметра Rβ  для шара с постоянной массой 3,14M = кг 

Rβ  0,01 0,1 0,5 1 2 4 10 

λ 
(формула (8)) –10,6 –21,4 –28,5 –24,7 –5,60 50,3 294 

λ 
(методика [3]) –11,6 –24,1 –30,2 –25,2 –5,54 50,3 294 

| |Δλ  1,0 2,7 1,7 0,5 0,06 <0,01 <0,01 
1,7h =  

Δλ
λ

 8,87% 11,2% 5,45% 1,81% 1,18% <0,1% <0,1% 

λ 
(формула (8)) –13,8 –28,3 –41,8 – 45,3 – 44,2 –38,7 –28,9 

λ 
(методика [3]) –15,1 –31,8 –43,9 – 45,9 – 44,1 –38,7 –28,9 

| |Δλ  1,3 3,5 2,1 0,6 0,09 <0,01 <0,01 
1,0h =  

Δλ
λ

 8,86% 11,1% 4.88% 1,29% 0,19% <0,1% <0,1% 

λ 
(формула (8)) –15,4 –31,9 –49,9 –59,5 –74,4 –114 –312 

λ 
(методика [3]) –16,9 –35,9 –52,3 – 60,1 –74,3 –114 –312 

| |Δλ  1,5 4,0 2,4 0,7 0,1 <0,01 <0,01 
0,8h =  

Δλ
λ

 8,85% 11,0% 4,58% 1,10% 0,13% <0,1% <0,1% 

 
 

* Отметим, что у изотопов 238 235U, U  и 239Pu  массовые числа и величины totσ  слабо отличаются друг от друга. При-

ближение constA
tot

N
A

σ =  является достаточно точным, и поэтому оно было принято в расчетах, результаты которых приведе-

ны на рисунке и в таблице. 
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Приложение  
 

Проверка соответствия итоговой формулы  
для главных СЗ теории подобия 

 
В работе [4] показано, что в случае справедливости 

экспоненциального закона (2) и выполнения условия 
подобия 

2 2 1 1,R Rβ = β                            (П1) 

где 1R  и 2R  – характерные размеры любых двух одно-
типных по геометрии однородных систем, соответст-
вующие СЗ связаны формулой 

2 1
2 2

1 1
1 1 ,hV

h V
⎡ ⎤⎛ ⎞λ

λ = α + −⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎣ ⎦
                 (П2) 

которая столь же точна, как и односкоростное кинети-
ческое уравнение, из которого она была получена в [4]. 

Если приближенные соотношения удовлетворяют 
точной связи (П2), то это свидетельствует в пользу их  
 

достоверности. Проверим соответствие полученных 
в разделе 2 результатов теории подобия. 

Пусть величина 1λ  подчиняется формуле (8), т. е. 

( ) ( ) ( )

( )

0,83 0,17
1 1 1 1 1 1 сшивки

1 1 1 1
1

1
1 1 1 сшивки

1 1 0

2 11,57 , ;

1 , , ,
tg

V R R R R
R R h

hV R R
R z

⎧ ⎡ ⎤
β − − β β ≤ β⎪ ⎢ ⎥β⎪ ⎣ ⎦λ = ⎨
⎛ ⎞ω π⎪α − ω = β ≥ β⎜ ⎟⎪ ω β +⎝ ⎠⎩

    (П3) 
где ( )сшивки 3,4509Rβ =  (см. равенство (9)). 

Подставим верхнюю часть выражения (П1) в фор-
мулу (П2) и учтем условие подобия (П1). В результате 
этого имеем 

( )0,832 2
2 2 2

1 2 2

1,57h h R
h R

⎡
λ = + β −⎢ β⎣

 

( )
( )0,832 2

2 2 22
12 2

2 1 .h hR V
hR

⎤
⎥− β − − α
⎥β ⎦

         (П4) 

После упрощений формулы (П4) имеем 

( ) ( )0,83 0,17
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 11,57 .V R R
R R h

⎡ ⎤
λ = β − − β⎢ ⎥β⎣ ⎦

  (П5) 

Это и требовалось доказать. 
Аналогичную процедуру теперь проделаем для 

нижней части выражения (П3), приняв 

1 1
1 1

1
1 ,hV

tg
⎛ ⎞ω

λ = α −⎜ ⎟ω⎝ ⎠
   1

1 1
.

0,7104R
π

ω =
β +

        (П6) 

После подстановки формулы (П6) в соотношение 
(П2) и использования условия подобия (П1) приходим 
к следующему результату: 

2 1 2 2
2 2 2

1 1 2
1 1 1 ,

tg
h hV V
h V

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ ω
λ = α + − = α −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟α ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

   (П7) 

где 2
2 2 0,7104R

π
ω =

β +
. 

Таким образом, доказательство выполнено также и 
для второй части формулы (8). 
 

Статья поступила в редакцию 06.11.2009 
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УДК 539.18 
 
ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФОЛДИ-ВАУТХАЙЗЕНА 

 
В. П. Незнамов, А. А. Садовой, А. С. Ульянов 

 
ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Проведено сравнение методов вычисления матричных элементов оператора 

радиальной координаты электрона в произвольной степени в представлении Фолди-
Ваутхайзена и при использовании решений уравнения Дирака для 1s-состояний во-
дородо- и гелиеподобных ионов трансурановых элементов. Полученные анали-
тические и численные результаты для 1s-состояний водородо- и гелиеподобных ио-
нов подтверждают выполнение условия редукции волновой функции при переходе 
к представлению Фолди-Ваутхайзена и демонстрируют возможность расчета мат-
ричных элементов с использованием только одной (верхней или нижней) компонен-
ты дираковской биспинорной волновой функции. 

 
 
 

Введение 
 

Исследование свойств релятивистских систем име-
ет теоретическое и прикладное значение. В физике эле-
ментарных частиц интенсивно изучались и изучаются 
различные связанные системы из лептонов и барионов. 
В прикладных исследованиях интерес вызывают, на-
пример, свойства тяжелых и трансурановых ионов, где 
существенными являются релятивистские эффекты. 

Решение релятивистских уравнений связано с не-
малыми трудностями. Поэтому представляется актуаль-
ной проблема разработки более простых методов расче-
тов свойств релятивистских систем. 

В данной работе используются волновые функции 
в представлении Фолди-Ваутхайзена (ФВ) [1, 2] и ана-
литические решения уравнения Дирака для водородо- и 
гелиеподобных ионов тяжелых и трансурановых эле-
ментов [3, 4] с целью демонстрации преимуществ пред-
ставления Фолди – Ваутхайзена при вычислении мат-
ричных элементов различных операторов, в частности 
тех, которые могут быть представлены в виде степенно-
го ряда по координатам электрона. 
 
 

1. Некоторые свойства представления  
Фолди – Ваутхайзена 

 
Представление ФВ было введено в работе [1]. Оно 

получено из представления Дирака соответствующим 
унитарным преобразованием. Для свободного движения 
уравнение Дирака имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , .D D DDp x t H x t p m x tψ = ψ = α + β ψ    (1) 
Если ввести унитарное преобразование [1] 

2 2
0 1 , ,

2
E m pU E m p

E E m
+ βα⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

то уравнение (1) преобразуется к виду  

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , .FW FW FWFWp x t H x t E x tψ = ψ = β ψ    (2) 

В уравнении (2) 

( ) ( ) ( ) ( )†
0 0 0 00 ; , , .FW DFW DH U H U E x t U x t= = β ψ = ψ  

В уравнениях (1), (2) и ниже используется система 
единиц 1c= = ; скалярное произведение четырех векто-
ров берется в виде 0 0 ;xy x y x y x yμ κ κ

μ≡ = −  0,1,2,3;μ =  

1,2,3;κ =  ;p i
x

μ

μ

⎛ ⎞∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 ( ) ( ), , ,D FWx t x tψ ψ  – четырех-

компонентные волновые функции; 
0

,
0
σ⎛ ⎞

α = βγ = ⎜ ⎟σ⎝ ⎠
 

0 0
0
Ι⎛ ⎞

β ≡ γ = ⎜ ⎟− Ι⎝ ⎠
 – матрицы Дирака; iσ  – двухкомпо-

нентные матрицы Паули. 
Решениями уравнения (1) являются плоские волны 

с положительной и отрицательной энергией 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )3 3
2 2

1 1, ; , ;
2 2

ipx ipx
s sFW FWx s U e x s V e+ −−ψ = ψ =

π π

( )2 2
0 .p p m= +                             (3) 

В выражении (3) ;
0

s
sU

ϕ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
0

;s s
s

V
⎛ ⎞

= ϕ⎜ ⎟χ⎝ ⎠
и sχ  – 

двухкомпонентные нормированные спиновые функции 
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Паули. Для sU  и sV  справедливы следующие соотно-
шения ортонормированности и полноты: 

† † † †; 0;s s s s ss s s s sU U V V U V V U′ ′ ′ ′ ′= = δ = =  

( ) ( ) ( )† 1 1 ;
2s s

s
U U γδγ δ

= + β∑                    (4) 

( ) ( ) ( )† 1 1 .
2s s

s
U U γδγ δ

= − β∑  

В выражениях (3), (4) γ , δ  относятся к спинорным 
индексам, s  – к спиновым индексам. Далее при сумми-
ровании по спинорным индексам знак суммы и сами 
индексы не указываются. 

В случае взаимодействия дираковской частицы со 
статическими внешними полями замкнутое преобразова-
ние ФВ существует лишь при условии коммутации чет-
ных и нечетных частей дираковского гамильтониана [5]. 
По определению четный оператор не смешивает верх-
ние и нижние компоненты волновой функции. 

В общем случае взаимодействия фермиона с про-
извольным бозонным полем проблема перехода между 
представлениями Дирака и ФВ существенно усложня-
ется. Общая форма точного ФВ-преобразования была 
найдена Эриксеном [6] в случае произвольных статиче-
ских внешних полей. Преобразование Эриксена в один 
шаг переводит дираковскую волновую функцию и ди-
раковский гамильтониан в ФВ-представление. 

Другим прямым способом перехода к представле-
нию ФВ в общем случае взаимодействия с произволь-
ным бозонным полем является предложенный одним из 
авторов в работе [7] (см. также обзор [8]) способ полу-
чения релятивистского гамильтониана в виде ряда по 
степеням константы связи. 

Кроме прямых способов получения гамильтонианов 
в ФВ-представлении существует много пошаговых мето-
дов построения гамильтонианов, свободных от нечетных 
операторов. В частности, один из таких методов ис-
пользовался в классической работе Фолди – Ваутхайзе-
на [1] для получения гамильтониана в присутствии ста-
тического внешнего электромагнитного поля в виде 

ряда по степеням 1
m

. 

В работах [2, 7, 9] показано, что пошаговые мето-
ды приводят к ФВ-представлению лишь для одного, 
двух первых шагов. 

В работе [2] исследуются основные свойства вол-
новых функций в ФВ-представлении и устанавливается 
однозначная связь между волновыми функциями в ди-
раковском и ФВ-представлениях. 

Необходимым условием перехода от представле-
ния Дирака к представлению ФВ является диагонализа-
ция гамильтониана относительно верхних и нижних 
компонент волновой функции. 

Вторым условием ФВ-преобразования является 
обнуление верхних и нижних компонент биспинорной 

волновой функции ( ) ( )
( )

,
,

,D
x t

x t A
x t

ϕ⎛ ⎞
ψ = ⎜ ⎟⎜ ⎟χ⎝ ⎠

 и преобразо-

вание нормировочного оператора волновой функции 
( )D xψ  в единичный оператор. В работе [2] это условие 

доказано и названо «условием редукции волновой 
функции».  

Для случая, когда гамильтониан Дирака не зависит 
от времени (случай свободной частицы или стационар-
ных внешних полей), это условие может быть представ-
лено в следующей форме:  

( ) ( ),D x t+ψ =  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ), ;

0
iEt iEt

FW
x xe A x t e
x

+ ++− −
+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → ψ =
⎜ ⎟⎜ ⎟χ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

(5) 
( ) ( ),D x t−ψ =  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

, .iEt iEt
FW

x
e A x t e

xx

−
−

− −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → ψ =
⎜ ⎟⎜ ⎟ χχ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

В этом уравнении Е – модуль оператора энергии 
частицы; A+  и A−  – нормировочные операторы, кото-
рые в общем случае могут отличаться для решений 
с положительными и отрицательными энергиями. Оп-
ределение операторов A+  и A−  предполагает, что вол-

новые функции ( ) ( ),D x t+ψ , ( ) ( ),D x t−ψ  и спиноры 
( ) ( )x+ϕ , ( ) ( )x−χ  нормированы на единицу 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
† †

, , 1; 1;D Dx t x t dV x x dV± ± + +ψ ψ = ϕ ϕ =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
†

1.x x dV− −χ χ =∫  

Плюсы и минусы обозначают состояния с положи-
тельной и отрицательной энергиями соответственно. 

Для свободной частицы 

2 2 ; ;
2

E mE m p A A
E+ −
+= + = =               (6) 

( ) ( ) ipxx e+ϕ = ϕ  и ( ) ( ) ipxx e+ −χ = χ  для решений с поло-
жительной и отрицательной энергиями соответственно; 
ϕ  и χ  – двухкомпонентные спиновые функции Паули 
(см. выражение (3)).  

Функции ( ) ( ),D x t±ψ  и ( ) ( ),FW x t±ψ  являются соот-
ветствующими решениями уравнения Дирака и уравне-
ния, преобразованного в представление ФВ для свобод-
ной частицы и частицы, движущейся в стационарных 
внешних полях. Условие редукции требует приведения 

волновой функции Дирака к форме 
( ) ( ),FW x t
+
−ψ  с еди-

ничным нормировочным оператором. 
В общем случае гамильтонианы Дирака и Фолди –

Ваутхайзена зависят от времени. В этом случае условие 
редукции (5) имеет такой же смысл. Мы используем 
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разложения в ряд по решениям уравнения Дирака, полу-
ченных либо для свободно движущихся частиц, либо для 
движения в присутствии стационарных внешних полей, 
при решении конкретных физических задач (по крайней 
мере, с использованием теории возмущений). 

Гамильтониан для релятивистских частиц в пред-
ставлении ФВ содержит квадратный корень из операто-
ров (см. (1) и (3)). Поэтому представление Дирака обыч-
но более удобно, чем представление ФВ для получения 
собственных волновых функций и собственных значений 
оператора Гамильтона. Многие точные решения реляти-
вистских волновых уравнений были получены только 
в дираковском представлении [10]. Тем не менее вывод 
уравнений движения в этом представлении значительно 
более сложная задача, чем в представлении ФВ [5, 6]. 

Использование связи между волновыми функциями 
в представлениях Дирака и ФВ, определенных уравне-
нием (5), очень важно. Можно вычислить собственные 
волновые функции в представлении Дирака и затем по-
лучить соответствующие собственные функции в пред-
ставлении ФВ. После этого можно определить ожидае-
мые значения требуемых операторов, соответствующих 
определенным классическим величинам, и получить 
квантовое и полуклассическое уравнения движения. 
Когда полуклассическое приближение недопустимо, 
должна быть получена квантовая формулировка, опи-
сывающая эволюцию операторов. Полуклассическая 
эволюция классических величин, соответствующих 
этим операторам, может быть получена посредством 
усреднения операторов по решениям квантовомехани-
ческой задачи. 

Примером такой эволюции является временная за-
висимость средней энергии и момента в двухуровневой 
системе. Другой пример – это динамика спина во внеш-
них полях. Эти задачи очень трудно решать в представ-
лении Дирака. Очень важно, что связь волновых функ-
ций (5) является точной, поэтому с помощью (5) выше-
указанные задачи можно решить с любой требуемой 
точностью. Пример описания эволюции спина в пред-
ставлении ФВ был дан в [11]. 

В дираковском представлении связь между опера-
торами и классическими величинами довольно сложна 
и иногда неочевидна. Явные выражения для операто-
ров, которые соответствуют определенным классиче-
ским величинам, известны только для свободных реля-
тивистских частиц (см. [1]). Очевидно, что выражения 
для этих операторов в общем случае должны зависеть 
от параметров, которые характеризуют внешнее поле. 
Преобразование ФВ свободно от этого недостатка. 
Главные операторы, включающие операторы координа-
ты, момента и спина, имеют такую же форму, как и 
в нерелятивистской квантовой теории. 

В данной работе в дираковском и ФВ представ-
лениях (с использованием условия (5)) рассчитываются 
матричные элементы оператора координат электрона 

в произвольной степени ( )nr  с использованием дира-

ковских волновых функций водородоподобных и ге-
лиеподобных ионов, определенных в работах [3, 4, 12]. 

Фактически на этих примерах в работе еще раз тестиру-
ется условие редукции волновой функции (5) и демон-
стрируется более удобный способ вычисления матрич-
ных элементов с использованием лишь одной (верхней 
или нижней) компоненты дираковской биспинорной 
волновой функции. 
 
 
2. Матричные элементы оператора координаты 

электрона в произвольной степени 
2.1. Водородоподобные ионы 

 
Волновая функция водородоподобного иона в об-

щем виде определяется следующим образом [3]: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

2

;

1 ,

jlm

l l
jl m

f r
r

g r
′+ −

′

⎛ ⎞Ω Ω
⎜ ⎟Ψ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟− Ω Ω⎝ ⎠

              (7) 

где угловая часть ( )jlmΩ Ω  – трехмерные шаровые 

спиноры; j  – полный момент; l  – орбитальный мо-
мент; m  – проекция полного момента; r  – модуль ра-
диальной координаты электрона. 

При нормировке 

( )2 2 2

0
1f g r dr

∞
+ =∫                          (8) 

для 1/ 21s  состояния функции f  и g  имеют вид 

( )
( )

( )
3/ 2

12 2
2 ;

2 2 1
rE

f e r γ−−λλ +
= λ

Γ γ +
            (9) 

( )
( )

( )
3/ 2

12
2 ,

2 2 1
rE

g e r γ−−λλ −
= − λ

Γ γ +
          (10) 

где ( )2 ;E Eλ = − +  ( )21 ;Zγ = − α  E  – энергия связи 

системы в единицах 2mc , единица длины равна класси-

ческому радиусу электрона 
2

13
2 2,818 10 см;e

mc
−= ⋅  

2 1
137,036

e
c

α = =  – постоянная тонкой структуры. 

В случае нормировки (8) момент n -го порядка ко-
ординаты электрона определяется выражением 

( )
( )

( )
( )

2 2 2

0

2 11 .
2 12

n n
n

n
r f g r dr

∞
+ Γ γ + +

= + =
Γ γ +λ

∫     (11) 

При единичной нормировке верхней компоненты ( )f r  
волновой функции 

( )2 2

0
1f r r dr

∞
=∫                             (12) 
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нормировку (8) можно записать в виде 

( ) ( )( )2 2 2 2

0
1,A f r g r r dr

∞
+ =∫                   (13) 

где             ( ) ( )
( )

( )
3/ 2

12
2 ,

2 1
rf r e r γ−−λλ

= λ
Γ γ +

               (14) 

и в виде 
2

2
EA −= . 

Очевидно, что при этом выражение (11) для момента 
nr  сохраняется.  

Согласно условию (5), волновая функция в пред-
ставлении ФВ представляет собой для нашего случая 
нормированную на единицу верхнюю компоненту (14) 
биспинорной волновой функции (7). 

Вычислим моменты координаты электрона с нор-
мировкой (12) и с использованием лишь верхней ком-
поненты волновой функции 

( )
( ) ( )

3
12 2 2 2

0

2
2

2 1
n n r nr f r dr e r r dr

∞
γ−+ − λ +λ

= = λ =
Γ γ +∫ ∫  

( )
( )

( )
2 11

2 12 n
nΓ γ + +

=
Γ γ +λ

.                         (15) 

Видно, что выражения (11) и (15) совпадают друг с другом.  
Абсолютные значения моментов координаты элек-

трона трансурановых элементов с 2,...,3n = −  приведе-
ны в табл. 1.  

2.2. Гелиеподобные ионы 
 

Для гелиеподобных ионов используется решение 
уравнения Дирака в минимальном приближении метода 
многомерных угловых кулоновских функций [13]. Вол-
новая функция состояния 0+  гелиеподобных ионов, 
соответствующая конфигурации 21s , имеет вид  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 21 2
1 2 5

1 2 1 22

,, 1, ,
, ,

M Ur r
r r

r r N W

⎛ ⎞ρ Ω Ω⎛Φ ⎞ ⎜ ⎟Ψ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟Χ ρ Ω Ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠ρ

    (16) 

где 1 2r rρ = +  – коллективная переменная и многомер-
ные угловые функции представляют собой детерминан-
ты Слейтера  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2

1 2

6
, ;

2!
U

+ +

− −

⎛ ⎞ϕ Ω ϕ ΩΓ ⎜ ⎟Ω Ω =
⎜ ⎟ϕ Ω ϕ Ω⎝ ⎠

 

(17) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

6
2!

W
+ +

− −

⎛ ⎞χ Ω χ ΩΓ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟χ Ω χ Ω⎝ ⎠

 

из базисных функций соответственно 

( ) ( ) ( )1 10 0
2 2

1 ;
3i im m

ϕ Ω = Ω Ω
Γ

 

(18) 

( ) ( ) ( )1 11 1
2 2

1 ,
3i im m

χ Ω = Ω Ω
Γ

 

где ( )jlm iΩ Ω  – трехмерные шаровые спиноры. 

 
Таблица  1 

Радиальные моменты водородоподобных ионов трансурановых элементов в состоянии 1 21s  

Название 
элемента Заряд ядра Z 2r−  1r−  1r  2r  3r  

U 92 2,522 0,906 1,849 4,795 16,009 

Np 93 2,674 0,924 1,819 4,650 15,310 

Pu 94 2,840 0,943 1,790 4,508 14,642 

Am 95 3,021 0,962 1,761 4,371 14,003 

Cm 96 3,219 0,982 1,733 4,238 13,393 

Bk 97 3,437 1,002 1,704 4,109 12,809 

Cf 98 3,677 1,023 1,677 3,984 12,25 

Es 99 3,942 1,045 1,649 3,862 11,715 

Fm 100 4,238 1,067 1,622 3,743 11,203 

Mv 101 4,570 1,090 1,596 3,628 10,712 
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Магнитное квантовое число 1
2

m = ± , фазовый 

множитель нижней компоненты равен ( )
1
21 l j− +− =  

( )
1 0 1

21 1
− + +

= − = , индексы у спиноров соответствуют 

квантовым числам { }, , zj l j . Верхний и нижний спино-
ры являются однородными полиномами одной и той же 
степени K . 

Система уравнений для гелиеподобных ионов в со-
стоянии O+  имеет вид [4] 

2 2

1 21 1
;i i

ii i

ZE i p
r r r= =

⎛ ⎞α αα + − Φ = − σ Χ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ ∑           (19) 

( )
2 2

1 21 1
4 ,i i

ii i

ZE i p
r r r= =

⎛ ⎞α α+ α + − Χ = − σ Φ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ ∑      (20) 

где ε  – полная энергия системы в единицах 2mc ; 
0E A= ε − <  – энергия связи системы; единица длины 

равна классическому радиусу электрона 
2

2
e

mc
=  

132,818 10 см−= ⋅ , 
2 1

137,036
e

c
α = =  – постоянная тон-

кой структуры. Умножая уравнения (19) и (20) на ком-

плексно-сопряженную строку ( )* *U W  и интегрируя 

по всем угловым переменным, для амплитуд разложения 
ВФ (16) по двухкомпонентным МУФ можно получить 

5 1 5 54 0;
2 2 16

M M E Z N⎛ ⎞α ⎛ ⎞′ − − + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
        (21) 

5 1 5 5 0.
2 2 16

N N E Z M⎛ ⎞α ⎛ ⎞′ + + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
           (22) 

В результате решения системы уравнений (21), 
(22), подробно представленного в [4], аналогично тому, 

как приводится в [3] для водородоподобных ионов, для 
энергии связи гелиеподобных ионов тяжелых элементов 
получено 

2
2 52 1 1

16
E Z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= − α − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
.                     (23) 

Расчетные значения энергии связи ряда гелиепо-
добных ионов трансурановых элементов в состоянии 
0+ , полученные согласно (23), приведены в табл. 2. 

Амплитуды разложения верхней и нижней компо-
ненты волновой функции основного ( )0rn =  состояния 

0+  гелиеподобного иона тяжелого элемента, являющие-
ся решением системы (21), (22), с учетом нормировки 

( ) ( )( )2 2

0
1M N d

∞
ρ + ρ ρ =∫                    (24) 

имеют вид 

( )
( )

( ) 124 ;
2 2 1

EM e
λρ− γ−λ +ρ = λρ

Γ γ −
            (25) 

( )
( )

( ) 12 ,
2 2 1

EN e
λρ− γ−− λ −ρ = λρ

Γ γ −
             (26) 

где ( )4 .E Eλ = − +  
Следует отметить, что приведенные амплитуды 

разложения пропорциональны с множителем 4E
E
+

−
. 

Момент порядка n  гелиеподобных ионов в основ-
ном состоянии 0+  вычисляется по формуле  

2
1 251 2 1

1n n n n
i

i
r r r MU r MUdr dr

=
= + = +

ρ
∑∫  

2
1 25

1

1 .n
i

i
NW r NWdr dr

=
+

ρ
∑∫                  (27) 

 
Таблица  2 

Энергия связи Е, кэВ гелиеподобных ионов трансурановых элементов в состоянии 0+  

Квантовое число rn  Название 
элемента Заряд ядра Z 

0 1 2 

U 92 –262,23 –249,69 –134,42 

Np 93 –269,01 –254,74 –137,43 

Pu 94 –275,92 –259,84 –140,48 

Am 95 –282,97 –264,99 –143,58 

Cm 96 –290,17 –270,18 –146,71 

Bk 97 –297,51 –275,44 –149,89 

Cf 98 –305,01 –280,74 –153,11 

Es 99 –312,67 –286,10 –156,37 

Fm 100 –320,48 –291,52 –159,68 

Mv 101 –328,47 –296,99 –163,03 
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Выполняя интегрирование по угловым переменным, 
для первого слагаемого момента n-го порядка можно 
получить 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1 0

6 3
.

3 6
n nn

r M d
n

∞Γ Γ +
= ρ ρ ρ

Γ Γ + ∫           (28) 

Аналогично (28) имеем 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2 0

6 3
.

3 6
n nn

r N d
n

∞Γ Γ +
= ρ ρ ρ

Γ Γ + ∫            (29) 

В результате получено следующее выражение для мо-
мента электронного радиуса гелиеподобных ионов: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

0

6 3
.

3 6
n nn

r M N d
n

∞Γ Γ +
= ρ + ρ ρ ρ

Γ Γ + ∫     (30) 

С использованием амплитуд (25) и (26) из форму-
лы (30) можно получить аналитическое выражение мо-
мента n-го порядка 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

6 3 2 11 .
3 6 2 1

n
n

n n
r

n
Γ Γ + Γ γ + −

=
Γ Γ + Γ γ −λ

           (31) 

Очевидно, что при этом выражение (31) для момента 
nr  сохраняется. 

 Аналогично выражению (15) вычислены моменты 
nr  с использованием нормированной на единицу 

верхней компоненты (34) биспинорной волновой функ-
ции (16). 

Моменты координаты электрона с нормировкой 
(32) равны 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

0

6 3
3 6

n nn
r M d

n

∞Γ Γ +
= ρ ρ ρ =

Γ Γ + ∫  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

6 3 2 11
3 6 2 1n

n n
n

Γ Γ + Γ γ + −
=

Γ Γ + Γ γ −λ
,             (35) 

и выражение (35) совпадает с (31), как и в случае водо-
родоподобных ионов (см. выражения (15) и (11)). 

Абсолютные значения моментов различных поряд-
ков для тяжелых элементов от урана до менделевия в 
состоянии 0+  представлены в табл. 3. 

 
Таблица  3 

Радиальные моменты гелиеподобных ионов тяжелых элементов в состоянии 0+  

Название  
элемента Заряд ядра Z 2r−  1r−  1r  2r  3r  

U 92 1,774 0,900 1,762 4,302 13,495 

Np 93 1,852 0,918 1,731 4,156 12,283 

Pu 94 1,934 0,937 1,700 4,014 12,200 

Am 95 2,021 0,956 1,670 3,877 11,597 

Cm 96 2,112 0,975 1,640 3,743 11,023 

Bk 97 2,209 0,996 1,610 3,614 10,474 

Cf 98 2,312 1,016 1,581 3,489 9,951 

Es 99 2,422 1,038 1,552 3,367 9,452 

Fm 100 2,538 1,060 1,523 3,248 8,974 

Mv 101 2,662 1,083 1,494 3,133 8,518 

 
С единичной нормировкой верхней компоненты 

( )M r  волновой функции  

( )2

0
1M d

∞
ρ ρ =∫                              (32) 

нормировку (24) можно записать в виде 

( ) ( )( )2 2 2

0
1,A M N d

∞
ρ + ρ ρ =∫                 (33) 

где 4 ;
4

EA −=  

( )
( )

( ) 12 .
2 1

M e
λρ− γ−λρ = λρ

Γ γ −
            (34) 

 
Заключение 

 
В работе проведено сравнение методов вычисления 

матричных элементов оператора радиальной координа-
ты электрона в произвольной степени в представлении 
ФВ и при использовании решений уравнения Дирака 
для 1s-состояний водородо- и гелиеподобных ионов 
трансурановых элементов.  

В результате прямых вычислений получено, что для 
1s-состояний водородо- и гелиеподобных ионов в качест-
ве оператора координаты в представлениях Дирака и ФВ 
можно использовать один и тот же оператор nr . 

Как известно, в общем случае эти операторы раз-
личны в двух представлениях. Если в представлении 
ФВ используется оператор n

FWr , то в представлении 
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Дирака он будет иметь вид n n
D FW FW FWr U r U+= , где 

FWU  – матрица преобразования, зависящая сложным 
образом от внешних полей. В свободном случае Dr  
представляет собой оператор Ньютона – Вигнера [1]. 

Полученные аналитические и численные результаты 
для 1s-состояний водородо- и гелиеподобных ионов под-
тверждают выполнение условия редукции волновой 
функции при переходе к представлению ФВ и демонстри-
руют возможность расчета матричных элементов с исполь-
зованием только одной (верхней или нижней) компоненты 
дираковской биспинорной волновой функции. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ СЖАТИЯ ГАЗА В МИШЕНЯХ ИНЕРЦИАЛЬНОГО ТЕРМОЯДЕРНОГО 
СИНТЕЗА НА ОСНОВЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОБ АВТОМОДЕЛЬНОЙ  

ВОЛНЕ СЖАТИЯ 
 

Л. В. Ктиторов 
 

Институт прикладной математики имени М. В. Келдыша РАН 
 

Получено автомодельное решение задачи об изэнтропическом сжатии идеаль-
ного газа в центрированной волне. Для решения задачи использованы переменные 
Лагранжа, позволившие единым образом решить задачу в цилиндрической и сфе-
рической геометрии. На основе полученного решения построены оптимальные 
функциональные зависимости энерговложения от времени и координат в цилинд-
рических мишенях тяжелоионного термоядерного синтеза. Выполнены одномерные 
расчеты сжатия мишеней с использованием гидродинамических программ. Показа-
но, что в расчетах с энерговложением 500 кДж/см удается получить необходимые 
свервысокие сжатия DT-газа до плотности 100 г/см3. Показано, что примененный 
способ построения энерговложения позволяет снизить полные затраты энергии 
пучка ионов на стадии сжатия в несколько раз по сравнению с ранее рассмотрен-
ными вариантами. 

 
 
 

Введение 
 

Предложение использовать процесс адиабатиче-
ского сжатия DТ-газа для инерциального термоядерно-
го синтеза было сделано в ранних работах [1], посвя-
щенных этой проблеме. Впоследствии для цилиндриче-
ских мишеней тяжелоионного синтеза это предложение 
было конкретизировано [2 – 4] в виде схемы двухста-
дийного (плавное сжатие+быстрый поджиг с торца) 
процесса получения зажигания в ИТС. При этом пред-
полагалось, что таким образом удастся сформировать 
волну горения, которая, распространяясь вдоль оси, 
вызовет выгорание термоядерного горючего. Сжатие 
DT-смеси предполагалось прямым – с использованием 
энерговложения внутри поршня, который, расширяясь, 
разгоняет тонкую массивную (с массой, много большей 
массы DT-газа) оболочку, сжимающую газ. Было пока-
зано [2], что для существования детонационной волны 
необходимо достижение повышенных значений крите-
рия ρr: ρr = 0,5 г/см2. Обзор работ на тему сжатия DТ-
смеси в цилиндрических мишенях сделан в [3], там же 
приведены необходимые ссылки на предшествовавшие 
расчеты. Суммирующим результатом этих расчетов 
явился вывод [3] о том, что в наиболее принципиальном 
случае, в котором достигается значение ρr = 0,4÷0,5 г/см2 
и ρ ~ 100 г/см3, необходимы вложения энергии порядка 
10 МДж на 1 см длины мишени для осуществления 
сжатия и порядка 0,4 МДж для осуществления поджи-
га.  

Следует отметить, что общим в этих работах явля-
лось то, что подбор параметров сжатия производился без 
использования точных решений, описывающих цилинд-
рическую изэнтропическую центрированную волну сжа-
тия.  

В настоящей работе поставлена цель оптимизиро-
вать энерговложение в цилиндрических мишенях как 
функцию времени и пространственных координат, что-
бы необходимые значения плотности (ρ ~ 100 г/см3) 
при сжатии DT-газа достигались с минимальной затра-
той полной вложенной энергии. При этом аналогичное 
полученному в работах [5, 6] решение, описывающее 
изэнтропическую центрированную волну сжатия, ис-
пользуется непосредственно, а именно: на его основе 
строятся временные зависимости для задания таблиц 
энерговложения в численных расчетах сжатия DT-
смеси. Кроме того, выигрыша в энергии удается до-
биться в результате разумного пространственного рас-
пределения энерговложения. Как показано ниже, вме-
сте это позволяет снизить энергетические затраты на 
стадии сжатия примерно на порядок по сравнению с 
приведенными выше значениями.  

Очевидно, что с практической точки зрения нет 
большой пользы в достижении очень уж малых значе-
ний энергии сжатия, поскольку большая величина 
энергии (~ 400 кДж) должна быть затрачена на поджиг. 
Однако, на взгляд автора, задача добиться того, чтобы 
энергия сжатия стала одного порядка с этим значением, 
является достойной внимания. 
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Задача об изэнтропическом сжатии идеального га-
за центрированной волной неоднократно рассматрива-
лась раньше [5 – 8]. Было показано, что плоская задача 
имеет аналитическое решение [7], а задачи о цилиндри-
ческом и сферическом сжатии имеют автомодельное 
решение, которое может быть получено путем числен-
ного решения обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Однако в работах, посвященных расчету цен-
трированной волны сжатия в цилиндрическом [5] и 
сферическом [6] случаях, применяются методы реше-
ния, сильно различающиеся между собой. Для целей 
построения временной функции энерговложения необ-
ходимо объединение результатов этих работ, поэтому 
мы вынуждены разработать новый метод решения за-
дачи об изэнтропическом сжатии.  

В настоящей работе излагается именно такой ме-
тод решения этой задачи, одинаково пригодный как в 
сферическом, так и в цилиндрическом случаях. При 
этом по возможности ограничивается количество пред-
положений, на которых основано полученное решение. 
Фактически допускается единственное предположение – 
об автомодельности искомого решения. В этом смысле 
представляемая работа следует работам [5, 6], от кото-
рых отличается, однако, системой уравнений, к которой 
сводится задача (здесь система уравнений записывается 
в лагранжевых координатах), и методом решения этих 
уравнений. 

Представляемая работа состоит из двух связанных 
между собой частей: в первой части решается автомо-
дельная задача о центрированной волне сжатия идеаль-
ного газа, во второй приводятся результаты одномер-
ных численных расчетов сжатия цилиндрических ми-
шеней по программе Н3Т (3-температурная гидроди-
намика с теплопроводностью), разработанной в ИПМ 
РАН [9]. При этом пространственная и временная зави-
симости энерговложения в расчетах строятся на основе 
полученного решения автомодельной задачи. 
 
 

1. Автомодельное изэнтропическое сжатие  
идеального газа центрированной волной 

1.1. Уравнения сжатия 
 

Рассмотрим задачу об изэнтропическом сжатии 
идеального газа с показателем адиабаты γ. Пусть в на-
чальный момент газ покоится и является однородным, 
начальная плотность, начальный радиус газа, начальная 
скорость звука равны единице (тогда начальное дав-
ление равно 1/γ). Введем переменные: время t, ла-
гранжев (начальный) радиус частицы ξ, эйлеров ради-
ус r, давление Р, плотность ρ. Примем момент фоку-
сировки за t = 0. Тогда в начальный момент t = –1 и 
после начала движения независимо от геометрии вы-
полняется 

1; 1;r P= ξ ρ = =
γ

  при 0 .t≤ ξ ≤ −              (1) 

При этом значения (1) являются граничными  
условиями для уравнений адиабатического сжатия 
при tξ = − . 

Oбозначим штрихом дифференцирование по ξ, 
точкой – по t. Тогда уравнения гидродинамики прини-
мают вид (здесь ν = 1, 2, 3 соответствуют плоской, ци-
линдрической и сферической симметрии): 

1 1

1

1

;

1 ;

1 .

r P
r

r r

P

ν− ν−

ν−

ν−

γ

′⎧ = −⎪ ξ⎪
⎪ ′⎪ =⎨ ρξ⎪
⎪
⎪ = ρ

γ⎪⎩

                            (2) 

Заметим, что при 0t →  решения во всех случаях 
имеют известную степенную асимптотику. Для движе-
ния поршня (внешней границы газа) они имеют вид 

2
2 ~ ( ) .R t γν+ −ν−                               (3) 

1.2. Плоская геометрия 
 

Решение системы (2) в плоской геометрии с гра-
ничными условиями (1) приведено в [8]. Оно может 
быть записано в элементарных функциях: 

1 2
1 11 2( ) ( );

1 1
r t t

γ−
γ+ γ+γ +

= ξ − − −
γ − γ −

 

                      
2 2

1 1( ) ;t
−

γ+ γ+ρ = ξ −                                        (4) 

                     
2 2

1 11 ( ) .P t
γ γ

−
γ+ γ+= ξ −

γ
 

Заметим, что в этом решении плотность, давление, 
ускорение являются строго степенными функциями 
времени и лагранжевого радиуса. Отметим также осо-
бенность плоского решения, которая является общей 
для всех ν = 1, 2, 3: это решение (4) является автомо-
дельным. Это означает, что траектории различных то-
чек газа только масштабом отличаются от траектории 
поршня. 

1.3. Автомодельная система уравнений 
 

Решение системы уравнений (2) в цилиндрической 
и сферической геометрии проводится в предположении 
об автомодельности получающегося движения. 

Вводим автомодельную переменную 
( )

z
t
ξ

=
−

, 

причем z > 1, и представляем гидродинамические вели-
чины в виде функций от z: 
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( );r x z= ξ  
( );zρ = ρ                                    (5) 
( ).P P z=  

Тогда уравнения (2) записываются в виде системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (здесь за 
D обозначен оператор дифференцирования по lnz: 

zdD
dz

≡ ) 

1

2

1

( 1) ;

1( 1) ;

.

xD D x DP
z

x D x

P

ν−

ν−

γ

⎧
+ = −⎪

⎪
⎪⎪ + =⎨ ρ⎪
⎪γ = ρ⎪
⎪⎩

                     (6) 

С граничными условиями: (1) 1,x =  (1) 0Dx = . 

1.4. Решение системы уравнений 
 

Система (6) преобразуется к виду, удобному 
для интегрирования  

1 2 2

2

ln 11,                где      ;
ln

ln 1 ( 1),     где      .
ln 1

d x A A
d z x

d x xB B
d z

ν

γ+ ν−

⎧ = − =⎪ ρ⎪
⎨

ρ⎪ = − =⎪ ρ ν −⎩

     (7) 

С граничными условиями: 
1) на фронте волны (z = 1): 

(1) 1,   (1) 1;x = ρ =                              (8) 

2) в момент фокусировки (z = ∞): 

2
2

2
2

~
      при   z .

~

x z

z

−
νγ+ −ν

ν
νγ+ −ν

→ +∞

ρ

               (9) 

При этом должно выполняться: 

2( 1) 1

2

1 ( 1)
2

       при   .
1

A
x

z
xB

z

ν

ν− γ+

ν γ −
= =

γν + − νρ
→ +∞

ρ
= =

ν

        (10) 

С физической точки зрения одной из причин, по 
которой построение решений системы (7) в цилиндри-
ческой и сферической геометрии вызывает трудности, 
является необходимость удовлетворения противореча-
щих друг другу условий: 1) сходящаяся к центру волна 
должна оставаться звуковой; 2) при схождению к цен-
тру амплитуда волны должна неограниченно расти. По 
этой причине зависимости гидродинамических величин 
на фронте звуковой волны имеют особенности, не по-
зволяющие продолжать решение с начальными усло-

виями (8). Поэтому далее мы решаем систему (7) мето-
дом Рунге – Кутты с начальными условиями на беско-
нечности. 

1.4.1. Цилиндрическая геометрия. Для выхода 
из особой точки z = ∞ записываем решение в виде  

( )0 1 ;xx x a zλ= +  

(11) 

( )0 1 ,a zλρρ = ρ +  

где 0x , 0ρ  получаются из уравнений (10), λ вычисляет-
ся как отрицательный корень квадратного уравнения 

2 1 12 4 0,γ + γ −
λ − λ − =

γ γ
                 (12) 

коэффициенты xa , aρ  связаны между собой соотношением 

1 12 0.xa aρ
⎛ ⎞γ − γ −
λ + + =⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

             (13) 

Далее выбираем пробные значения xa  и решаем 
систему уравнений от z = ∞  до 1z = . Далее итерация-
ми добиваемся выполнения граничного условия (8). 
В качестве дополнительного контроля проверяем вы-
полнение при 1z =  разложения 

211 ( 1) ;
2( 1)

x z= − −
γ +

 

 (14) 
11 ( 1).

( 1)
zρ = + −

γ +
 

Например, для γ = 5/3 значение xa  оказывается равно  
– 0,63615. 

1.4.2. Сферическая геометрия. Задача решается 
аналогично цилиндрическому случаю. 

Для выхода из особой точки z = ∞ записываем ре-
шение в виде (11), причем квадратное уравнение вме-
сто (12) имеет вид 

2 3( 1) 19 0,
3 1 3 1
γ + γ −

λ − λ − =
γ − γ −

               (15) 

а коэффициенты xa , aρ  связаны между собой соотно-
шением 

1 19 3 0.
3 1 3 1xa aρ

⎛ ⎞γ − γ −
λ + + =⎜ ⎟γ − γ −⎝ ⎠

           (16) 

Далее аналогично решаем систему уравнений 
от z = ∞  до 1z = . 

Например, для γ = 5/3 значение xa  оказывается 
равно – 0,5669. 

1.5. Результаты решения 
 

Некоторые элементы решения приведены на рис. 1 – 3: 
радиус и ускорение внешней границы и профиль плот-



 

 28

ности, при этом кинематические параметры границы 
определяются формулами: 

2

( )
1( ) ( 1)    при   .

( 1)( ) ( 1)
1

R t zx
R t u zx A z

t
AB AR t g z x

B

⎫
= ⎪

⎪
= = − =⎬ −⎪− ⎪= = ν −

− ⎭

     (17) 
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Рис. 1. Радиус  внешней  границы газа в зависимости  
от времени  в логарифмическом масштабе, ν = 1, 2, 3:  

а – γ = 4/3; б – γ = 5/3; в – γ = 3 
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Рис. 2. Профиль  плотности в волне сжатия,  γ = 5/3, ν = 1,2,3 
для моментов  времени  (–t) = 0,05; 0,1; 0,2.  Волна движется 
слева направо. Короткие кривые в каждом семействе соответ-
ствуют плоскому решению, более длинные – цилиндрическому 

и сферическому 
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Рис. 3. Ускорение внешней границы газа в зависимости  

от времени, γ = 5/3, ν = 1, 2, 3 
 
 

2. Реализация режима безударного сжатия  
в численных расчетах 

 
Приведем в качестве примера применения описан-

ного автомодельного решения уравнений (6) численные 
расчеты изэнтропического сжатия газа в цилиндриче-
ской мишени для тяжелоионного инерционного термо-
ядерного синтеза. В одномерных расчетах была исполь-
зована программа Н3Т, ранее разработанная группой 
авторов в ИПМ [9]. В программе рассчитывалась гид-
родинамика без теплопроводности.  

2.1. Параметры рассматриваемых мишеней 
 

На рис. 4, 5 приводится типичный пример слои-
стой цилиндрической мишени, которая разработана, ис-
ходя из возможностей реальных сильноточных ускори-
телей тяжелых ионов, а именно: приведена схема мише-
ни ИТИС [2], представленной группой ИТЭФ на между-
народной конференции (HIF 2002). В таких мишенях 
стремятся получить плавное сжатие DТ-смеси с дости-
жением необходимых значений ρR = 0,4 – 0,5 г/см2 с по-
следующим поджигом полученного сжатого газа с 
торца точно  
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                                                                    DT                     Au                     Pb                     Au 
|------------------|-----------------|/////////////////////|-----------------| 

r [мм]             0                         2                     2,1                      3,9                   4,44 
ρ [г/см3]                    0,05                   19.3                      6                     19.3 

Рис. 4. Радиальная геометрия слоистой цилиндрической мишени  
с указанием начальных параметров 

 
сфокусированным пучком ионов. Энерговложение 
осуществляется в область, заполненную свинцом, об-
лучением с открытых торцов мишени пучками ионов в 
направлении оси симметрии на всю ее длину. В работах 
[2, 3] указывается, что стадия сжатия до необходимых 
плотностей ρ ~ 100 г/см3 длится 100 – 1000 нс и для ее 
осуществления требуется энергия 3 – 10 МДж на 1 см 
длины мишени. 
 

 
Рис. 5. Схема мишени [10] 

 
Введем удобную для расчетов систему единиц: 

[ ] 21 10−=  см, [ ] 610m −=  г, [ ] 810t −=  с. В этой системе 
единиц полное удельное энерговложение составляет 
q = 10 ÷100. 

2.2. Исходные данные для численного счета 
 

Поставим задачу достичь требуемых для зажига-
ния значений плотности газа, затратив минимальное 
значение энергии. Тогда, естественно, мы должны ис-
пользовать решение для цилиндрической волны сжа-
тия, полученное выше. Из этого решения в качестве 
исходных данных для численных расчетов используют-
ся величины скорости и ускорения внешней границы 
газа. Исходим из того, что уравнение состояния (УРС) 
DT-смеси в рассматриваемом диапазоне плотностей и 
температур является идеальным газом с γ = 5/3 с хо-
рошей точностью. Аналогично в качестве УРС испа-
ренного свинца также можно взять идеальный газ. 
Следует, однако, отметить, что при этом из экспери-
ментов следует, что эффективное значение γ оказыва-
ется меньше 5/3: γ ~ 1,4 – 1,45. 

На рис. 6 показана в логарифмическом масштабе 
зависимость величин скорости и ускорения внешней гра-
ницы газа от времени для выбранной мишени. Предпола-
гается, что начальный размер газа L = 20, начальная ско-
рость звука c = 0,2 (что для DT-смеси соответствует на-

чальной температуре ~ 1700 K). При этом все сжатие 
газа продолжается от t = 0 до T ~ 100. При этом вблизи 
фокусировки функции имеют асимптотику (для γ = 5/3, 
геометрия цилиндрическая) 

0,5 0,2 0,4~ 0,2 (3 2 5 ) ~ 0,2exp(0,4 0,4302);u z y− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +  
(18) 

0,5 1,2 1,4~ 0,002 (3 2 5 ) ~ 0,002exp(1,4 0,4861),g z y−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −   

где 100ln ln
100

y z
t

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

Это же решение для газа с показателем адиабаты 
γ = 5/3 представлено на рис. 6.  
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Рис. 6. Скорость (а) и ускорение (б) как функции времени  
при изэнтропическом  сжатии  идеального газа с  γ = 5/3  

в цилиндрической геометрии  

2.3. Идеализированный расчет 
 

В рассматриваемой мишени оболочка примерно 
в 40 раз массивнее газа. Кроме того, ее плотность в не-
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сколько раз больше плотности поршня (разогретого 
свинца). Это позволяет в качестве первого приближе-
ния считать оболочку сосредоточенной массой, дина-
мика которой определяет связь между энерговложени-
ем и ускорением. Такой расчет, в котором можно пре-
небречь толщиной оболочки, будем считать идеализи-
рованным расчетом.  

Для того чтобы в расчете оболочка стала тонкой, 
необходимо обеспечить высокую плотность в оболочке. 
Это можно сделать, выбрав в оболочке УРС в виде иде-
ального газа с небольшим (практически нулевым) на-
чальным нагревом. Для расчета реальных мишеней такое 
упрощение является слишком сильным огрублением. 
Однако оно полезно с методической точки зрения, по-
скольку в такой идеализированной системе, где все УРС – 
идеальные газы, выполняется гидродинамическое подо-
бие. Подобие, в свою очередь, позволяет делать мас-
штабный пересчет по размерам мишени и времени сжатия. 

Полная энергия, которую необходимо вложить в 
свинцовый слой для достижения определенного сжа-
тия, зависит от времени, за которое эта энергия вкла-
дывается. Действительно, в приближении бесконечно 
тонкой оболочки ускорение оболочки пропорциональ-
но давлению в свинцовом слое, пропорциональному, в 
свою очередь, полной вложенной энергии. Ускорение 
оболочки есть универсальная автомодельная функция 
времени (см. рис. 6), умноженная на размерный множи-
тель 2L T . Поэтому полная энергия также пропорцио-

нальна этой величине: 21E T∼ . В работе [10] принято, 
что полное время энерговложения в рассматриваемой 
мишени Т ~ 100 (1000 нс). Ниже мы приняли такое же 
время энерговложения, имея в виду, что при необходи-
мости результаты могут быть с легкостью пересчитаны. 

Если обозначить давление на внешней поверхно-
сти тонкой оболочки Р, массу единицы площади обо-
лочки М, ускорение оболочки g, плотность энергии в 
свинце ε и считать свинец идеальным газом с показате-
лем  γ, то уравнение движения Ньютона записывается в виде 

.Mg P=                                   (19) 
Отсюда 

.
1

M gρε =
γ −

                              (20) 

Примем условно, что все вещества в системе – иде-
альные газы с показателем адиабаты равным 5/3. Гру-
бость такого приближения может быть оправдана тем, 
что для решения задач оптимизации удобно иметь дело с 
унифицированными уравнениями состояния. Кроме того, 
при необходимости результаты расчетов легко пересчи-
тать на другие значения γ свинца по формуле (20). 

Таким образом, для значений времени t = 0÷T 
из решения g(t) (18) выбираем значение ускорения, 
затем из соотношения (20) получаем таблицу удель-
ного энерговложения на единицу объема в зависимо-
сти от времени. 

2.3.1. Результаты расчетов. Таким образом, была 
проведена серия одномерных расчетов, геометрия ко-
торых совпадала с рис. 4. В каждом из них в 1-й облас-
ти (DT-газ) был задан такой начальный разогрев, что 

скорость звука в нем составила с = L/T = 0,2 (2 км/с), 
а в третьей области (свинец) было задано равномерно 
по объему энерговложение, которое зависело от време-
ни согласно функции g(t), изображенной на рис. 6. 
В качестве исходной задавалась производная по време-
ни от объемной плотности энергии. 

На рис. 7 представлены результаты таких расчетов. 
На графике приведено максимальное значение средней 
плотности DT-смеси, достигнутое в расчете, как функ-
ция полной энергии в расчете. Во всех расчетах, обо-
значенных круглыми маркерами, была задана одна и та 
же функция – зависимость плотности энерговложения 
от времени, однако эта функция обрезалась в разные 
моменты времени: например, точка Е = 120 кДж/см, 
ρ = 101 г/см3 соответствует времени обрезания Т = 94 
(940 нс), а точка Е = 713 кДж/см, ρ = 466 г/см3 – Т = 99. 
Линией на рисунке обозначена примерная зависимость 
(тренд) плотности от энергии, которая следует из всей 
совокупности расчетов. 

Квадратными маркерами и серой кривой на рис. 9 
обозначены расчеты, в которых кроме описанного ис-
пользован второй способ уменьшения полной энергии 
сжатия – использование пространственного распреде-
ления энерговложения . Идея метода состоит в том, 
что возмущения от точек свинца, расположенных да-
леко от оболочки, не успевают дойти до DТ-газа до 
момента фокусировки. Это означает, что энергия, ко-
торая тратится на нагрев этих точек, фактически рас-
ходуется впустую. Если теперь обеспечить энерговло-
жение в свинец так, чтобы начиная с определенного 
момента нагревались только близкие к оболочке точки, 
можно получить выигрыш в суммарной энергии.  

Кривая на рис. 8 – зависимость от времени пре-
дельного расстояния (это степенная функция 

( )0,31000x t∼ − ). Кривую энерговложения можно к ней 
приблизить и получить выигрыш в полной энергии 
примерно в два раза.  

Суммируя результаты, представленные на рис. 7, 9, 
можно сделать следующий вывод. 

Применение точного решения уравнений изэнтро-
пического сжатия в численных расчетах позволяет по-
лучить в расчетах, сделанных в условной постановке 
(уравнения состояния всех веществ – идеальный газ 
с γ = 5/3), требуемые в задачах ИТС значения плотно-
сти DT-газа в момент фокусировки (100 г/см3). При 
этом полная энергия в расчете не превышает 
Е ~ 60 кДж/см.  

 
Рис. 7. Плотность газа в момент фокусировки как функция 

полной энергии в расчете 
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Рис. 8. Зависимость Т(х), определяющая время обрезания  

как функцию от координат точек в третьей области 
 

 
Рис. 9. Плотность газа в момент фокусировки как функция 
полной энергии в расчете с учетом и без учета пространст-

венного распределения энерговложения 
 

Попутно заметим, что выбор начальной скорости 
звука в газе может быть произвольным. При переходе к 
реальным экспериментам, где начальная скорость звука 
может иметь другое значение, результаты нашего ана-
лиза могут быть применены после простого изменения 
масштабов. 

2.4. Учет конечной толщины оболочки 
 

В реальных мишенях вещество оболочки (напри-
мер, золото) сопротивляется сжатию. В результате тол-
щина оболочки остается конечной в течение всего про-
цесса сжатия. Тогда уравнения изэнтропического сжа-
тия получаются следующим образом. 

Плавный рост давления P(t) на границе свинца и 
оболочки порождает звуковую волну, в которой на 
внешней поверхности оболочки реализуется заданное 
давление P(t), а на внутренней – требуемая для изэн-
тропического сжатия скорость границы u(t). 

Если скорость звука внутри оболочки равна с, х – 
координата поперек оболочки, ϕ – потенциал скорости, 
то решение волнового уравнения, описывающего зву-
ковые волны, описывается суммой ([11], § 64) 

1 2( ) ( ),f x ct f x ctϕ = − + +                      (21) 

где 1 2,f f  – произвольные функции, а ϕ, u, р связаны 
соотношениями: 

;v
x
∂ϕ

=
∂

 

(22) 

.p
t

∂ϕ
= −ρ

∂
 

Граничными условиями, кроме перечисленных 
u(t), P(t), является равенство нулю давления на внут-
ренней границе 

( , ) ( );v t x d u t= =  
( , ) 0;p t x d= =                             (23) 

( , 0) ( ).p t x P t= =  

В результате из (22) – (24) получаем 

( ) ( );f ct x d f ct x dϕ = − + − + −  
( ) 2 ( );u t f ct′=                           (24) 

( )( ) ( ) ( ) ,P t c f ct d f ct d′ ′= ρ + − −  

или окончательно 

( ) ( )( )   ,
2

u t u tP t M + τ − − τ
=

τ
                  (25) 

где ,   .d M d c
c

τ = = ρ = ρ τ  

Формула (25) есть аналог формулы (19), ранее по-
лученной для тонкой оболочки. Очевидно, что послед-
няя ( )P Mg=  является пределом формулы (25) при 

0τ→ . Функции u(t) представлены на рис. 6. 
Можно разложить u(t) в ряд Тейлора и получить 

с учетом первых членов 

2
( ) .

6
P t M g g

⎛ ⎞τ
≈ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                        (26) 

Согласно формуле (18), ускорение g представляет 
собой степенную функцию 1,4~ (100 ) .g t −−  

Это означает, что 
( )2

1 ~ 0,56 
6 100

gg
t−

 и попра-

вочный член в формуле (25) становится заметным толь-
ко в конце промежутка времени энерговложения при 
( )100 .t− ∼ τ  На этом участке мощность энерговложе-
ния становится больше, чем это было раньше по фор-
муле (19). 

Таким образом, получаем, что оболочку можно 
считать тонкой в течение всего времени энерговложе-
ния за исключением последнего промежутка времени 
длиной ~ τ. 

2.4.1. Результаты расчетов. Была выполнена 
серия одномерных расчетов, геометрия которых, как и 
раньше, совпадала с рис. 3. В отличие от расчетов, рас-
смотренных в п. 2.3, в настоящих расчетах использова-
лись более реалистичные уравнения состояния: во вто-
рой и четвертой областях использовалось так называемое 
двучленное уравнение состояния вещества [4], а нагре-
тый свинец описывался идеальным газом с γ = 1,4. Дву-
членный УРС имеет вид трехпараметрической зависи-
мости давления от плотности и внутренней энергии 
(γ, 0 0, cρ  – параметры) 

2
0 0( , ) ( 1) ( ) .P E E cρ = γ − ρ + ρ −ρ         (27) 
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Рис. 10. Плотность газа в момент  фокусировки как функция полной  энергии в расчете  
двучленным УРС  вещества внутри оболочки. Представлены варианты с учетом (серый цвет)  

и без учета (черный цвет) пространственного распределения энерговложения 
 

При этом параметры двучленного УРС выбирают-
ся так, чтобы по возможности точно описать нулевую 
изэнтропу вещества. Для золотой оболочки были вы-
браны параметры: 0 019,3, 0,3,cρ = =  γ = 1,5. Для свин-
цовой оболочки (см. ниже) были выбраны параметры: 

0 11,3,ρ =  0 0,33,c =  γ = 1,5. Применение двучленного 
УРС имело следствием то, что оболочка оставалась 
достаточно толстой в течение всего времени сжатия. 

Как и раньше, в первой области (DT-газ) был задан 
начальный разогрев такой, что скорость звука в нем 
составила с = L/T = 0,2 (2 км/с), а в третьей области (сви-
нец) было задано энерговложение, которое зависело от 
времени согласно функции u(t), изображенной на рис. 6. 
Энерговложение задавалось по формулам (25). 

Выше указывалось, что смысл параметра τ в фор-
муле (25) состоит в том, что с его помощью учитывает-
ся запаздывание сигнала, проходящего от одной по-
верхности оболочки до другой со звуковой скоростью. 
Начальное значение τ = 1/0,3 = 3,3, затем величина за-
паздывания должна медленно уменьшаться. В расчетах 
применялись два значения τ: τ = 2 и τ = 2,8. В обоих 
вариантах были получены сходные результаты. 

На рис. 10 представлены результаты таких расче-
тов. На графике приведено максимальное значение 
средней плотности DT-смеси, достигнутое в расчете, 
как функция полной энергии в расчете. Как и раньше, 
в расчетах, обозначенных круглыми черными маркера-
ми, была задана одна и та же функция по формуле (25) – 
зависимость объемной плотности энерговложения от 
времени, причем плотность энерговложения была одина-
кова во всех точках третьей области (свинца). В разных 
расчетах эта функция обрезалась в разные моменты вре-
мени. Например, точка (Е = 1015 кДж/см, ρ = 107 г/см3) 
соответствует времени запаздывания τ = 2, времени 
обрезания Т = 97,9, а точка (Е = 1863 кДж/см, 
ρ = 200 г/см3) соответствует τ = 2,8, Т = 97,19. 

Квадратными маркерами и серой кривой на рис. 10 
обозначены расчеты, в которых так же, как раньше, 
использовано пространственное распределение энерго-
вложения. Идея метода та же: возмущения от точек 

свинца, расположенных далеко от оболочки, не успе-
вают дойти до DТ-газа до момента фокусировки. Одна-
ко теперь кривая Т(х), согласно которой время обреза-
ния оказывается зависящим от координат точек в 
третьей области, не совпадает с кривой, приведенной 
на рис. 8 (теперь это степенная функция 

( )0,51000x t∼ − ).  
Из рисунка видно, что использование пространст-

венного распределения дает дополнительный выигрыш 
в полной энергии в два раза, что делает суммарный вы-
игрыш довольно большим (в несколько раз по сравне-
нию с данными работы [10]). 

2.4.2. Результаты расчетов других вариантов 
мишени. Рассмотрены два других варианта мишени, 
представленные на рис. 11.  

 
                           DT       Pb         Pb         Pb 

|---------|--------|///////////|--------|        а 
                r   0         11,2     12,2       36,2      40 
               ρ      0,225     11,3      11,3     11,3 
 
                          DT        Pb         Pb        Pb 

|---------|--------|///////////|--------|        б 
                r   0         18,7       21         33,4      40 
               ρ       0,21       11,3       6,1      11,3 

Рис. 11. Радиальная геометрия слоистой цилиндрической 
мишени [3] с указанием начальных параметров 

 
Расчеты сжатия этих мишеней были проведены 

вполне аналогично описанным  выше расчетам мишени 
рис. 3. Энерговложение было задано, как и раньше, при 
помощи функции u(t), которая, однако, была преобра-
зована при помощи введения масштабных множителей 
и изменения величин параметров. 

На рис. 12 представлены результаты таких расче-
тов. Все расчеты проводились с использованием как 
временного, так и пространственного распределения 
энерговложения. На графике приведено значение сред-
ней плотности DT-смеси в момент фокусировки, дос-
тигнутое в расчете, как функция полной энергии в рас-
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чете. Круглыми черными маркерами обозначены ре-
зультаты расчетов сжатия мишени рис. 11, а, серыми 
маркерами – мишени рис. 11, б. Как и раньше, приведе-
ны расчеты, в которых энерговложение обрезалось в 
разные моменты времени.  

                   
 

Рис. 12 Плотность газа в момент фокусировки как функция 
полной энергии в расчете c двучленным УРС вещества внутри 
оболочки. Представлены  два варианта  мишени – рис. 11, а 
(черный цвет) и рис. 11, б (серый цвет) – с учетом  простран-

ственного распределения энерговложения 
 

Из рисунка видно, что сжатие DT-газа до средней 
плотности 100 г/см3 требует следующих значений пол-
ной энергии сжатия (в скобках приведены опублико-
ванные значения энергии сжатия, требующиеся для 
получения такой плотности газа в данной мишени): 

Е = 400 КДж/см (см. рис. 11, а) (6,53 МДж/см [3]); 
     Е = 1800 Кдж/см (см. рис. 11, б). 

Полученные значения энергии сжатия в несколько 
раз ниже опубликованных значений, что свидетельст-
вует о преимуществах описанного способа оптимиза-
ции энерговложения в цилиндрических мишенях 
ИТИС. 

Следует заметить, что не во всех случаях этот спо-
соб оказался одинаково эффективным. Так в мишени 
геометрии рис. 11, б, в которой оболочка имеет примерно 
вдвое большую толщину, чем в мишенях рис. 4 и 11, а, 
можно было ожидать, что оптимальные значения вели-
чины τ окажутся также большими (порядка τ ~ 3÷4). 
Однако в действительности оказалось, что в этом диа-
пазоне времен τ не удается получить приемлемые зна-
чения плотности газа в точке фокусировки. Возможны-
ми причинами этого является то, что в этой мишени 
время прохождения звука по толщине мишени оказы-
вается сравнимым с временем энерговложения. Следст-
вием этого явилось то, что волна сжатия, которая дви-
жется от внешней границы оболочки к внутренней гра-
нице, даже приближенно не может считаться звуковой. 
В результате на внутреннюю границу газа выходит 
сильная ударная волна, и скачки в величинах скорости 
и давления на границе DT-газа оказываются столь ве-
лики, что сжатие газа перестает быть адиабатическим.  

Таким образом, в мишени рис. 11, б был построен 
не вполне адиабатический режим сжатия, отличающийся 
от того, что удалось получить в мишенях рис. 4, 11, а,. 
Именно это, возможно, явилось причиной того, что 

энергия сжатия мишени рис. 11, б на рис. 12 оказалась 
заметно больше, чем в других мишенях и выигрыш 
в энергии по сравнению с опубликованными результа-
тами оказался сравнительно небольшим. 

2.5. Замечания 
 

Рассмотренная в работе мишень является типич-
ной для тех, что анализируются в современной литера-
туре, но не единственной. Большое внимание уделяется 
также мишеням, в которых поглощающий слой состоит 
не из пористого свинца, а из бериллия [4, 12]. Преиму-
щество таких мишеней состоит в том, что массовый 
пробег ионов в бериллии (и вообще, в материалах с 
малым Z [12]) меньше пробега в свинце, что дает воз-
можность  

Заметим также, что более тщательно и детально 
проведенные расчеты не должны принципиально изме-
нить главного в полученных выше результатах расчетов 
– рекордно малой величины полной вложенной энергии, 
необходимой для получения плотностей газа ~ 100 г/см3. 
Действительно, учет теплопроводности практически не 
проявляется при расчетах изэнтропического сжатия, 
поскольку температуры газа и оболочки остаются низ-
кими, а уточнение уравнений состояния не должно при-
вести к качественным изменениям результата, посколь-
ку основные физические эффекты, определяющие про-
цесс сжатия, проявляются и при тех простых уравнени-
ях состояния, что были применены.  

С технической точки зрения осуществление про-
странственного распределения энерговложения не вызы-
вает дополнительных трудностей по сравнению с теми 
схемами, что анализировались ранее и не предполагали 
пространственной неоднородности энерговложения. 
Достаточно поместить на торцах мишени маркеры и 
корректировать фокусировку пучка ионов в зависимо-
сти от движения маркеров. 

Таким образом, главные трудности в получении 
зажигания в цилиндрических мишенях ИТИС оказыва-
ются в осуществлении второй стадии процесса – быст-
рого поджига термоядерного горючего. 
 
 

Заключение 
 

Получено автомодельное решение задачи об изэн-
тропическом сжатии идеального газа в центрированной 
волне. Первоначально газ считается однородным и не-
подвижным. Для решения задачи использованы пере-
менные Лагранжа. Преобразования позволили единым 
образом решить задачу в цилиндрической и сфериче-
ской геометрии, объединив тем самым результаты ра-
бот [5, 6], в которых эти случаи рассматривались по 
отдельности. Полное решение получено единым образом 
для большого числа значений показателя адиабаты γ. 

На основе полученного решения построены опти-
мальные функциональные зависимости энерговложе-
ния от времени и координат в цилиндрических мише-
нях тяжело-ионного термоядерного синтеза. Выполне-
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ны одномерные расчеты сжатия мишеней с использо-
ванием гидродинамических программ. В расчетах ти-
пичной цилиндрической мишени были заданы реаль-
ные размеры и уравнения состояния веществ и исполь-
зованы полученные временные и пространственные 
зависимости энерговложения. Показано, что в расчетах 
с энерговложением 500 кДж/см удается получить необ-
ходимые сверхвысокие сжатия DT-газа до плотности 
100 г/см3. Показано, что примененный способ построе-
ния энерговложения позволяет снизить полные затраты 
энергии пучка ионов на стадии сжатия в несколько раз 
по сравнению с ранее рассматривавшимися варианта-
ми. 
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ЭВОЛЮЦИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ АДИАБАТИЧЕСКОМ СЖАТИИ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 
ТОНКОЙ ОБОЛОЧКОЙ 

 
Л. В. Ктиторов 

 
Институт прикладной математики имени М. В. Келдыша РАН 

 
Выведены уравнения, описывающие развитие малых возмущений оболочки, 

когда ускорение зависит от времени. Предполагается, что оболочка тонкая и не 
имеет внутренней структуры и масса оболочки много больше массы окружающего 
оболочку газа. Рассмотрены случаи плоской, цилиндрической и сферической гео-
метрии системы.  

Рассмотрена устойчивость движения оболочки, обеспечивающего изэнтропи-
ческое сжатие газа, по отношению к развитию малых возмущений вида плоских 
волн и угловых гармоник.  

Показано, что при изэнтропическом сжатии газа рост возмущений оболочки 
вида плоских волн ограничен как в плоской, так и в цилиндрической геометрии. 
Рассчитан предельный рост амплитуды таких возмущений. Показано, что рост воз-
мущений вида угловых гармоник неограничен как в цилиндрической, так и в сфе-
рической геометрии. Рассчитан инкремент роста таких возмущений. 

Выполнены численные расчеты развития возмущений оболочки, изэнтропиче-
ски сжимающей DT-газ в мишенях тяжелоионного ИТС. Показано, что результаты 
численного счета находятся в разумном согласии с теоретическими выводами. 

 
 
 

Введение 
 

Предложение использовать процесс адиабатиче-
ского сжатия DТ-газа в цилиндрических мишенях тяже-
лоионного синтеза было сделано ранее, обзор работ 
приведен в [1]. Поскольку при адиабатическом сжатии 
газа оболочка движется ускоренно, то на ее внешней 
поверхности, граничащей с поршнем, реализуются ус-
ловия для неустойчивости Рэлея – Тейлора (РТ). Если 
считать оболочку тонкой и пренебречь ее внутренней 
структурой, то задача развития возмущений в оболочке 
становится однозначно определенной. 

Прямое численное моделирование адиабатического 
сжатия с использованием программ 2D и 3D гидроди-
намики требует наличия точных решений, которые мо-
гут служить тестами при анализе полученных числен-
ных решений. В задачах устойчивости, развития воз-
мущений и т. п. такие точные решения, как правило, 
обеспечивают верхнюю границу значений инкрементов 
роста возмущений, которые в численных расчетах мо-
гут быть достигнуты только как результаты серии рас-
четов на сходимость. Цель настоящей работы состоит 
в получении таких точных решений. 

Работы, посвященные строгому решению задачи 
развития возмущений оболочки, адиабатически сжи-
мающей газ, ранее не публиковались. В тех же работах, 

в которых рассматривалась устойчивость систем газ – 
оболочка на стадиях ускорения и торможения оболоч-
ки, необходимы были дополнительные предположения: 
например, о несжимаемости оболочки [2], о распреде-
лении плотности газа или о структуре возмущений [3], 
позволяющей свести задачу устойчивости к проблеме 
собственных значений. В работе [4] выполнены оценки, 
показывающие, что при сжатии оболочечных лазерных 
термоядерных мишеней существует механизм стабили-
зации неустойчивости, связанный с действием элек-
тронной теплопроводности, в результате чего при дос-
таточно малом уровне начальных возмущений сжатие 
может быть устойчивым. В работе [5] рассмотрена ус-
тойчивость безоболочечного изэнтропического сжатия 
плоского газового слоя. 

В настоящей работе мы решаем задачу об устойчи-
вости движения оболочки, обеспечивающей изэнтропи-
ческое сжатие газа, по отношению к развитию малых 
возмущений вида плоских волн и угловых гармоник. 
При этом делается минимальное количество предполо-
жений о свойствах оболочки (она должна быть массив-
ной, однородной и тонкой). Аналогично делается ми-
нимальное количество предположений о распределении 
гидродинамических величин в газе (они единственно 
должны описываться изэнтропической центрированной 
волной сжатия). Для решения этой задачи необходимо 
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знать с высокой точностью функции – зависимости 
от времени радиуса и ускорения поршня (оболочки), 
обеспечивающие плоское, цилиндрическое и сфериче-
ское изэнтропическое сжатие газа. Такие функции, по-
лученные в одновременно публикуемой статье [6], ис-
пользуются в настоящей работе.  

Постановка задачи об устойчивости потребовала 
вывода уравнений, описывающих развитие возмущений 
в случае переменного ускорения оболочки. Вследствие 
этого представляемая работа состоит из двух связанных 
между собой частей: в первой выводятся уравнения, 
описывающие развитие возмущений оболочки для слу-
чая, когда ускорение зависит от времени, во второй ре-
шается задача об устойчивости тонкой массивной обо-
лочки, служащей поршнем при создании изэнтропиче-
ской волны сжатия.  
 
 

1. Возмущения тонкой оболочки 
 

Трехмерные уравнения движения тонкой оболочки, 
движущейся с ускорением, были сформулированы От-
том [7].  

В рассматриваемом нами случае малых возмуще-
ний такие уравнения могут быть получены непосредст-
венно из законов сохранения. 

1.1. Вывод уравнений для возмущений оболочки  
в плоском случае 

 
Рассмотрим малые возмущения в массивной и тон-

кой плоской оболочке. Пренебрежем эффектами, свя-
занными с упругостью и вязкостью. Предположим, что 
масса единицы площади поверхности невозмущенной 
оболочки постоянна и равна М. Предположим также, 
что по обе стороны оболочки находится невесомый 
(ρ ~ 0) газ, разность давлений на поверхностях оболоч-
ки равна Р. Тогда невозмущенная оболочка движется 
ускоренно и можно записать уравнение движения 

,P Mr Mg= =                              (1) 

где r – координата (радиус) в направлении, перпендику-
лярном плоскости оболочки, а ускорение g является 
произвольной функцией времени.  

Введем на плоскости оболочки систему координат 
и определим на ней двумерные векторные дифференци-
альные операции. В невозмущенной оболочке эта сис-
тема координат является неподвижной и не зависящей 
от времени.  

Обозначим скорость перетекания в плоскости воз-
мущенной оболочки u . Естественно предположить, что 
это движение потенциально, и ввести потенциал скоро-
стей F такой, что grad .u F=  (Вообще говоря, потенци-
альность малых колебаний в первоначально неподвиж-
ной жидкости можно строго доказать [8].) Обозначим 
возмущение радиуса оболочки 1r , возмущение массы 1M  

так, что для возмущенных величин ˆˆ,r M  выполняется 

1ˆ ( ) ( , , );r r t r t x y= +  1
ˆ ( , , ).M M M t x y= +  

Заметим, что эйлеровы координаты точек оболочки 
отличаются от лагранжевых координат (в невозмущен-
ной оболочке) на величины первого порядка малости. 
Если дифференцировать возмущения, которые сами яв-
ляются величинами первого порядка малости, по коорди-
натам, то результаты дифференцирования по лагранже-
вым и эйлеровым координатам отличаются между собой 
на величины второго порядка малости. Поскольку эф-
фектами второго порядка малости ниже мы будем пре-
небрегать, двумерные системы координат в возмущен-
ной и невозмущенной оболочке мы считаем совпадаю-
щими и не зависящими от времени. По этой причине 
дифференциальные операторы по координатам мы мо-
жем считать коммутирующими с операторами диффе-
ренцирования по времени. Учитывая это, мы записыва-
ем уравнения сохранения массы и двух компонент им-
пульса. Они имеют вид 

1
1

1 1
1 1

1 1

div             ;

( )( ) ;

grad           .

MM M u F
M
M rP M M r r
M g

Mu P r F g r

⎧
= − ⇒ = −Δ⎪

⎪
⎪ = + + ⇒ = −⎨
⎪
⎪ = − ⇒ Δ = − Δ
⎪
⎩

                (2) 

При этом в последнем уравнении системы (2) мы 
учли искривление оболочки, вычислили дивергенцию 
от обеих частей уравнения и использовали коммутатив-
ность операций дифференцирования по времени и ко-
ординатам. 

Во втором уравнении системы мы использовали 
условие, что окружающий оболочку газ имеет нулевую 
плотность. По этой причине в нем отсутствуют возму-
щения давления – их время релаксации много меньше, 
чем интересующие нас характерные времена развития 
возмущений. Кроме того, поскольку оболочка является 
тонкой, отсутствие возмущений давления вне оболочки 
обеспечивает их отсутствие внутри оболочки. По этой 
причине в третьем уравнении системы возмущения дав-
ления также отсутствуют. 

Далее, система (2) преобразуется к окончательному 
виду (при этом мы также используем возможность пе-
рестановки лапласиана и производной по времени) 

1 1
1 1 0r r
g g
⎛ ⎞

+ Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                              (3) 

Рассмотрим условия, при выполнении которых 
уравнения (2), (3) оказываются справедливыми. Пусть 
возмущение имеет вид плоской волны с волновым век-
тором k, толщина оболочки h, плотность окружающего 
газа ρ, скорость звука в газе с. Тогда рассматриваемые 
условия заключаются в выполнении неравенства  

1 .k
h M

ρ>> >>                              (4) 

Действительно, время релаксации возмущений 
давления в газе по порядку величины равно 

1 2 2 2 2
1 1~ ~ ~ ~ .t
kc k c k P k Mg

ρ ρ  
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Оно должно быть много меньше характерного 
времени развития возмущений, которое находим из 
анализа размерности величин в уравнении (3): 

2
1~t
kg

. Тогда условие 1 2t t<<  приводит к правой 

части неравенства (4). С другой стороны, условие 
1/h >> k обеспечивает релаксацию всех возмущений 
в направлении, перпендикулярном плоскости оболочки, 
а значит, и справедливость уравнений (2). 

В случае, когда плотности газа по разные стороны 
от оболочки различны, неравенству (4) должны удовле-
творять оба значения плотности. 

1.2. Уравнения для возмущений в сферическом 
случае 

 
В случае сферической или цилиндрической обо-

лочки соответствующую систему уравнений в криволи-
нейных координатах можно построить на основе урав-
нений, аналогичных (2), добавив, где это необходимо, 
соответствующие степени радиуса оболочки r.  

Обозначим за М массу единицы телесного угла так, 
что 2Pr Mr Mg= = , и введем систему угловых коорди-
нат на сферической оболочке. Согласно рассуждениям, 
приведенным выше, операторы дифференцирования по 
этим координатам коммутируют с оператором диффе-
ренцирования по времени. Учитывая это, выделим 
из стандартных операторов векторного анализа не зави-
сящие от времени части и обозначим их тем же знач-

ком, но с тильдой по схеме: 2
1 1,  
r r

∇ ≡ ∇ Δ ≡ Δ  (заметим, 

что градиент и лапласиан с тильдой являются безраз-
мерными). Далее введем потенциал скоростей u =  

1F F
r

= ∇ = ∇  и построим систему уравнений (5), анало-

гичную (2). При этом в третьем уравнении системы (5) 
потребуем сохранения момента импульса вместо сохра-
нения компоненты импульса, касательной к поверхно-
сти оболочки. Получим 

1
1 2

2 1 1 1
1 1 1

2
1 1

1                        ;

( ) ( )( ) 2 ;

1( )               ( ) .

MMM u F
r M r

M r rP r r M M r r
M g r

Mur Pr r r F g r
r

⎧
= − ∇ ⇒ = − Δ⎪

⎪
⎪

+ = + + ⇒ = − +⎨
⎪
⎪

= − ∇ ⇒ Δ = − Δ⎪
⎩

    (5) 

Окончательный вид уравнения для возмущений 

2
1 1 1

1 1 2 0.r r r r
g g r
⎛ ⎞⎛ ⎞

− + Δ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

                    (6) 

Очевидно, что при этом условие применимости 
уравнений (5) для расчета возмущений оболочки с ха-
рактерным номером гармоники n записывается анало-

гично неравенству (4) (с учетом того, что размерность 
величины М изменена) 

3
.r rn

h M
ρ>> >>                               (7) 

1.3. Уравнения для возмущений в цилиндрическом 
случае 

 
Cистема уравнений для цилиндрической оболочки 

выводится аналогично случаям, рассмотренным выше. 
При выводе, однако, следует учитывать одну особен-
ность, связанную с тем, что дифференциальные опера-
торы, действующие вдоль цилиндрической оболочки, 
по разному коммутируют с оператором дифференциро-
вания по времени. Дифференцирование по углу ϕ ана-
логично дифференцированию в сферическом случае: 

1u F
r

= ∇ , дифференцирование вдоль образующей ци-

линдра z, напротив, аналогично плоскому случаю: 
u F= ∇ . По этой причине для разных частей оператора 
Лапласа получаются разные уравнения 4-го порядка, 
аналогичные соответственно (3) и (6). 

Выпишем их, имея в виду, что их вывод почти 
полностью повторяет соответствующие выводы в плос-
ком и сферическом случаях (здесь М – масса площадки: 
единица линейного угла × единица длины цилиндра, так 
что Pr Mr Mg= = ): 

Для угловой части оператора Лапласа имеем 

( ) ( )( )

( ) ( )

1
1 2

1 1 1
1 1 1

1 1

1                       ;

;

1               .

MMM u F
r M r

M r rP r r M M r r
M g r

Mur Prr r F g r
r

⎧
= − ∇ ⇒ = − Δ⎪

⎪
⎪

+ = + + ⇒ = − +⎨
⎪
⎪

= − ∇ ⇒ Δ = − Δ⎪
⎩

     (8) 

Окончательный вид уравнения для возмущений 
2

2 1
1 1 2

1 1 1 0.rr r r
g g r
⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂− + =⎜ ⎟⎜ ⎟

∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠
                    (9) 

Для линейной части оператора Лапласа имеем 

( ) ( )( )

1
1

1 1 1
1 1 1

1 1

                        ;

;

                       .

MM M u F
M
M r rP r r M M r r
M g r

Mu Pr r F g r

⎧
= − ∇ ⇒ = −Δ⎪

⎪
⎪ + = + + ⇒ = − +⎨
⎪
⎪ = − ∇ ⇒ Δ = − Δ
⎪
⎩

     (10) 

Окончательный вид уравнения для возмущений 
2

1
1 1 2

1 1 1 0.rr r
g g r z
⎛ ⎞ ∂− + =⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
                     (11) 

При этом условие применимости этих уравнений 
определяется неравенствами (12), совпадающими с (4), 
(7) c точностью до разницы в определении величины М: 
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2
;

1 .

r rm
h M

rk
h M

ρ>> >>

ρ>> >>
                         (12) 

 
 

2. Уравнения для возмущений, заданных в виде 
собственных функций оператора Лапласа 

 
2.1. Плоские волны в плоской геометрии 

 
Пусть возмущение 1r  представляется в виде пло-

ской волны: 1 ~ ( )exp( )r A t ikx . Тогда подстановка этого 
выражения в уравнение (3) приводит его к виду 

2
1 1

1 1 0.r k r
g g
⎛ ⎞

− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                          (13) 

Легко видеть, что дифференциальная часть в этом 
уравнении представляет собой квадрат дифференциаль-

ного оператора 
2

2
1 dD
g dt

≡ . По этой причине исходное 

уравнение эквивалентно двум уравнениям 2-го порядка 

1 1 0.r kgr± =                                  (14) 

При этом два знака перед k в формуле (14) имеют 
ясный физический смысл. Они отвечают двум поверх-
ностям оболочки, на одной из которых реализуются 
условия Р–Т неустойчивости, на другой – не реализу-
ются. Так, если ускорение направлено в положительном 
направлении оси r, то поверхность оболочки с положи-
тельной стороны является устойчивой, что приводит 
к развитию возмущений согласно уравнению (14) со зна-
ком плюс, с противоположной стороны – со знаком ми-
нус. Заметим также, что в исходном уравнении (13) два 
направления ускорения не различаются, а в уравнении 
(14) знак ускорения оказывается существенным. Это 
приводит к тому, что независимо от направления ускоре-
ния знак плюс в формуле (14) относится к развитию воз-
мущений на «положительной» поверхности оболочки. 

2.2. Угловые гармоники в цилиндрической  
геометрии 

 
Пусть возмущение 1r  представляется в виде част-

ного случая цилиндрической функции: угловой гармо-
ники порядка m 1 ~ ( )exp( )r A t imϕ . Тогда подстановка 
этого выражения в уравнение (9) приводит его к виду 

2
1 1 2 1

1 1 1 0.r r r m r
g g r
⎛ ⎞⎛ ⎞− − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

                (15) 

Аналогично предыдущему дифференциальная 
часть есть квадрат оператора 

2
2

2
1 11 .r d d dD r

g g dt dt rdt

⎛ ⎞
≡ − ≡⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

По этой причине исходное уравнение эквивалентно 
двум уравнениям 2-го порядка 

( )1 11 0.gr m r
r

+ − ± =                          (16) 

Согласно предыдущему рассуждению, выбор знака 
в уравнении (16) определяется правилом: знак плюс 
соответствует внешней поверхности оболочки, знак 
минус – внутренней. То что при этом происходит изме-
нение на единицу номера гармоники m, имеет формаль-
ный характер: фактический номер гармоники возмуще-
ния остается равным m (как это указано в исходном 
уравнении (15)). Добавка к нему величины ±1 означает, 
что инкремент роста возмущений при ускорении, на-
правленном от центра, всегда несколько больше, чем 
инкремент таких же возмущений при той же величине 
ускорения, но при направлении ускорения к центру. 
Другими словами, инкремент роста возмущений, возни-
кающих на внутренней поверхности оболочки, всегда 
несколько больше, чем инкремент таких же возмуще-
ний при той же величине ускорения, но возникающих 
на внешней поверхности. 

Примером, в котором проявляется такой выбор 
знака, является «смещение» центра фокусировки – слу-
чай, когда уравнения для невозмущенной сходящейся 
оболочки записываются в системе координат с цен-
тром, смещенным на некоторое расстояние относи-
тельно истинного. С формальной точки зрения это 
эквивалентно появлению возмущения c номером гар-
моники m = 1 в движении оболочки с ускорением 
к центру. Тогда в уравнении (16) имеем 1 0r =  и, со-
гласно уравнению (16), такое возмущение будет сохра-
нять свою амплитуду, что соответствует очевидному 
результату – смещению центра фокусировки на задан-
ное расстояние. 

2.3. Плоские волны в цилиндрической геометрии 
 

Пусть возмущение 1r  представляется в виде друго-
го частного случая цилиндрической функции: плоской 
волны с волновым вектором k: 1 ~ ( )exp( )r A t ikz . Тогда 
подстановка этого выражения в уравнение (11) приво-
дит его к виду 

2
1 1 1

1 1 1 0.r r k r
g g r
⎛ ⎞

− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                      (17) 

Этот случай не приводит к расщеплению уравне-
ния для возмущений на два. 

2.4. Сферические гармоники в сферической  
геометрии 

 
Пусть возмущение 1r  представляется в виде сфери-

ческой функции – сферической гармоники порядка (n, l): 

1 ~ ( ) (cos )exp( )l
nr A t P ilϑ ϕ . Тогда подстановка этого вы-

ражения в уравнение (6) приводит его к виду 
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( )
2

2
1 1 12

1 1 2 1 0.
sin

lr r r n n r
g g r

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
− − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

       (18) 

Аналогично предыдущему (формулы (15), (16)) 
данное уравнение сводится к двум уравнениям 2-го по-
рядка. Для l = 0 получаем 

1 1
3 1 0.
2 2

gr n r
r

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − ± + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

                      (19) 

Выбор знака определяется тем же правилом, что и 
в уравнении (16): знак плюс соответствует внешней 
поверхности оболочки, знак минус – внутренней. Ка-
жущееся изменение номера гармоники, как и в соотно-
шении (16), имеет формальный характер. 
 
 

3. Развитие возмущений оболочки  
при адиабатическом сжатии газа 

 
Рассмотрим задачу о тонкой оболочке, изэнтропи-

чески сжимающей идеальный газ с показателем адиаба-
ты γ, и о развитии возмущений в такой оболочке. Пусть 
в начальный момент газ покоится и является однород-
ным, начальная плотность равна единице, начальный 
радиус газа равен единице, начальная скорость звука 
равна единице (тогда начальное давление равно 1/γ). 
Примем момент фокусировки за t = 0. Тогда в началь-
ный момент t = –1. Таким образом, в выбранной систе-
ме единиц ускорение измеряется в начальных радиусах 
оболочки, деленных на квадрат начального времени, 
длина волны возмущений – в радиусах оболочки. 

Характеристики радиального движения оболочки 
рассчитаны в работе [6], ниже при расчете эволюции 
возмущений используются результаты работы [6], при-
чем это относится как к автомодельным (точным) ре-
шениям, так и к результатам численных расчетов по 
программе Н3Т [9]. 

3.1. Плоская геометрия 
 

В плоской геометрии движение оболочки опреде-
ляется формулой [6] 

2
12 ( ) .

1
g t

γ−
γ+= −

γ +
                        (20) 

Подставляя выражение для g в уравнения (13) и 
решая их методом Рунге – Кутты, получаем зависимо-
сти, приведенные на рис. 1.  

Из приведенных на рис. 1 зависимостей видно, 
что амплитуда возмущений растет при фокусировке 
до конечной величины. Это позволяет ввести поня-
тие о предельном росте амплитуды, который пред-
ставлен на рис. 2. Во избежание недоразумений за-
метим, что на всех рисунках начальная (при t = –1) 
амплитуда возмущений полагается равной единице. 
При этом никак не конкретизируется величина реаль-
ной физической амплитуды возмущений, которая явля-
ется множителем для приведенных на рисунках вели-

чин. Предполагается только, что эта величина доста-
точно мала, чтобы приближение малых возмущений 
оставалось справедливым, несмотря на рост амплитуды 
возмущений.  
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Рис. 1. Рост амплитуды возмущений в процессе движения пло-
ской оболочки от начального радиуса r = 1 до центра r = 0. Для 
кривых на рисунке указаны обратные длины волн возмущения.  
                         Показатель адиабаты γ = 5/3 
 

Заметим также, что в плоской геометрии решение 
уравнения (13) может быть записано аналитически. 
Уравнение (14) при степенной зависимости g от време-
ни сводится к одному из вариантов уравнения Бесселя, 
в результате растущая при t → 0 ветвь решения (13) 
записывается в виде 

1
1

1 1
2

~ ( ) 2 ( 1)( )r t K k t γ+
γ+

⎛ ⎞
⎜ ⎟− γ + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,               (21) 

где ( )K zν  – функция Макдональда. Остальные три вет-
ви решения уравнения (13) получаются из (21) заменой 

( )K zν  на функции ( ), ( ), ( )I z J z Y zν ν ν . Численное ре-
шение, представленное на рис. 1, выбрано так, что все 
четыре ветви решения в начальный момент t = –1 име-
ют одинаковую амплитуду.  

Для γ = 2 решение (21) выражается через элемен-
тарные функции 

1 ~ (1 ) ,zr z e−+                              (22) 

где 1 36 ( )z k t= − . 
В результате для γ = 2 зависимость предельного роста 

амплитуды от длины волны определяется формулой 

1 1ln( ( 0)) ln( ( 1)) ln(4(1 )),r t r t z z= − = − ≈ − +         (23) 

где 16 12z k= = π
λ

. 

Представляет интерес сравнение роста амплитуды 
решения уравнения (13) с классическим выражением 
[10] для растущей амплитуды возмущений плоской не-
сжимаемой полубесконечной среды 

( )~ exp .A kgdt∫                          (24) 

Подставляя выражение (20) для g в (24), получаем 
формулу, аналогичную (22) 
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~ ,zA e−                                  (25) 

где 
1

12( 1) ( )z k t γ+= γ + − . 
Для γ = 2 эта формула отличается от (22) множите-

лем (1 + z). Это означает: при изменении времени от (–1) 
до нуля рост решений уравнения (3) 1( )r t  происходит 
немного медленнее, чем рост амплитуды А(t), вычис-
ляемой по формуле (24) 

( )1( ) ~ ( ) 1 ,r t A t z+                         (26) 

где 1 36 ( )z k t= − . 
Представляется очевидным, что и при других зна-

чениях γ соотношение между 1r  и А остается примерно 
таким же. 

3.2. Цилиндрическая геометрия 
 

В цилиндрической геометрии мы воспользовались 
рассмотренным в работе [6] численным решением 
задачи об изэнтропической волне сжатия. Для этого 
система обыкновенных дифференциальных уравнений 
в работе [6] решалась методом Рунге – Кутты, запоми-
нался массив значений (примерно 510  чисел) r(t), g(t) – 
и далее эти значения использовались в виде коэффици-
ентов в уравнениях (15), (17), которые, в свою очередь, 
решались методом Рунге – Кутты. Результаты решения 
для случая, когда показатель адиабаты газа равен 5/3, 
приведены на рис. 2 – 4. 
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Рис. 2. Рост амплитуды возмущений в процессе движения 
цилиндрической оболочки от начального радиуса r = 1 до 
центра r = 0. Для кривых на рисунке указаны обратные длины  
           волн возмущения. Показатель адиабаты γ = 5/3 
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Рис. 3. Предельный рост амплитуды возмущений плоской (1) 
и цилиндрической (2) оболочек. Показатель адиабаты γ = 5/3 
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Рис. 4. Рост амплитуды возмущений в процессе движения 
цилиндрической оболочки от начального радиуса r = 1 до 
центра r = 0. Для кривых на рисунке указаны номера угловых  
                гармоник. Показатель адиабаты γ = 5/3 
 

Аналогично плоскому случаю из рис. 2 видно, что 
возмущения вида плоских волн до самого момента фо-
кусировки растут до конечной величины. Поэтому, так 
же как в плоском случае, можно рассчитать значение 
предельного роста амплитуды. Зависимость такого пре-
дельного роста от длины волны возмущения показана 
на рис. 3. Для сравнения на этом же рисунке приведен 
результат расчета роста возмущений в плоском случае. 
Из сравнения видно, что предельная амплитуда возму-
щений в цилиндрическом случае для основного диапа-
зона длин волн примерно в 7 – 8 раз выше аналогичных 
значений в плоском случае. 

Возмущения вида угловых гармоник, напротив, не-
ограниченно возрастают в центре. Этот результат ста-
новится понятен, если учесть, что в уравнении (17), ко-

торое в данном случае имеет вид ( )1 11 0gr m r
r

−− − = , 

радиус r вблизи центра асимптотически становится сте-
пенной функцией времени с показателем 1/γ, соответст-

венно уравнение принимает вид 1 12 2
( 1)( 1) 0r m r

t
γ −− − =
γ

, 

что приводит к появлению одного неограниченно рас-
тущего решения при 0t → . 

3.3. Сферическая геометрия 
 

В сферической геометрии задача решалась анало-
гично цилиндрическому случаю. Система обыкновен-
ных дифференциальных уравнений из [6] решалась ме-
тодом Рунге – Кутты, запоминался массив значений r(t), 
g(t). Далее эти значения использовались в виде коэффи-
циентов в уравнении (18), которое также решалось ме-
тодом Рунге – Кутты. Результаты решения для случая, 
когда показатель адиабаты газа равен 5/3, приведены 
на рис. 5 (рассмотрены случаи аксиально-симметричных 
гармоник с l = 0). 

Возмущения вида сферических гармоник, анало-
гично цилиндрическому случаю, неограниченно возрас-
тают в центре. Это также является следствием степен-
ной асимптотической зависимости в центре радиуса 
оболочки от времени. 
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На рис. 6 показано сравнение между собой ампли-
туд гармоник в цилиндрическом и сферическом случа-
ях. Видно, что их отличие друг от друга невелико и не 
имеет принципиального характера. То же сравнение, но 
для существенного для практических приложений от-
ношения амплитуды к радиусу оболочки, приведено 
на рис. 7. 
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Рис. 5. Рост амплитуды возмущений в процессе движения 
сферической оболочки от начального радиуса r = 1 до центра 
r = 0. Для кривых на рисунке указаны номера сферических  
                гармоник. Показатель адиабаты γ = 5/3 
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Рис. 6. Рост амплитуды возмущений 6-й гармоники в про-
цессе движения цилиндрической (2) и сферической (3) обо-
лочки от начального радиуса r = 1 до центра r = 0. Показатель  
                                 адиабаты γ = 5/3 
 

0
2
4
6
8

10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ло
га
ри

ф
м

 
от
но
ш
ен

ия

2
3

 
Рис. 7. То же для отношения амплитуды к величине радиуса 
оболочки (данные рисунка должны быть еще умножены  
     на малую начальную (при t = –1) величину отношения) 

3.4. Замечание 
 

Заканчивая изложения результатов расчета разви-
тия возмущений, необходимо, однако, специально ука-
зать, что эти результаты являются решениями задач,  
 

имеющих предельный, идеализированный характер, и в 
применении к сжатию реальных мишеней должны ис-
пользоваться с осторожностью. Например, изэнтропи-
ческое сжатие цилиндрических мишеней для тяжело-
ионного ИТС [1, 6] потребует использования автомо-
дельных функций, найденных в п. 1.5, но только до оп-
ределенного момента времени, поскольку для целей 
ИТС требуются сжатия DТ-газа только до конечных, 
хотя и больших (~ 100 г/см3) значений плотности. По-
сле этого момента времени энерговложение прекраща-
ется и оболочка, которая сжимает газ, движется в зна-
чительной степени по инерции. Соответственно и малые 
возмущения оболочки в такой системе будут развиваться 
согласно зависимостям, представленным на рис. 7, толь-
ко до определенного радиуса (соответствующего мо-
менту прекращения энерговложения), а затем их рост 
должен резко замедлиться. По этой причине большая 
часть диапазона величин радиуса, для которых рассчи-
таны кривые на рис. 1–7, не имеет применения в реаль-
ных мишенях. На рисунках, однако, кривые продлены до 
нуля (и выше в тексте исследовано их поведение в нуле) 
просто для полноты описания полученных решений. 

Аналогичное замечание может быть сделано отно-
сительно сжатия сферических мишеней. 

Заметим также, что вопрос о нарушении примени-
мости полученных решений вблизи нуля из-за того, что 
возмущения перестают быть малыми в рассматривае-
мых мишенях, не требует специального анализа, так как 
неприменимость решений из-за смены режима движе-
ния оболочки наступает гораздо раньше. 
 

3.5. Численные расчеты роста возмущений  
при адиабатическом сжатии газа 

 
Ниже приведены результаты численных расчетов 

развития возмущений в мишени тяжелоионного ИТС. 
Расчеты выполнялись с использованием двумерной 
программы Н3Т [9]. Детали расчетов, геометрия мише-
ни приведены в работе [6] (начальный радиус оболочки 
равнялся 20). Начальные синусоидальные возмущения 
были заданы на внешней поверхности оболочки с дли-
ной волны 10 и 20. Начальная амплитуда возмущений 
была равна 0,01. 

Движение оболочки было таким же, как в работе [6]. 
Были рассчитаны два варианта сжатия мишени: в при-
ближении тонкой оболочки (когда уравнение состояния 
оболочки совпадало с идеальным газом, что приводило 
к сжатию оболочки до очень больших плотностей) и 
с реальным уравнением состояния оболочки типа трех-
члена. Результаты обоих вариантов расчетов приведены 
на рис. 8, 9. Видно, что расчеты, сделанные в приближе-
нии тонкой оболочки, относительно хорошо согласуются 
с теоретическими кривыми. При этом, однако, следует 
учесть сделанное выше замечание о том, что численный 
расчет следует теоретической кривой не до фокусировки, 
а только до точки прекращения энерговложения (при-
мерно до половины радиуса).  
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Рис. 8.  Сравнение  теоретических  и  численных  расчетов  роста  амплитуды  возмущений.  
Линии соответствуют точным решениям, представленным на рис. 12. Серые квадраты – численные 

расчеты мишени с возмущениями с длиной волны λ = 10, черные – λ = 20 
 

 
Рис. 9. Сравнение теоретических и численных расчетов роста амплитуды возмущений. Линии  
соответствуют  точным  решениям, представленным  на рис. 12. Серые  квадраты – численные  
расчеты мишени с возмущениями с длиной волны λ = 10, черные – λ = 20. Рассматривается рост  

возмущений на внутренней поверхности толстой оболочки 
 

Результаты расчетов, выполненных с учетом тол-
щины оболочки, значительно сильнее отклоняются 
от теоретических кривых, рассчитанных в настоящей 
работе, причем рост амплитуды в численных расчетах 
происходит значительно быстрее, чем в теории. 
 
 

Заключение 
 

Выведены уравнения, описывающие развитие ма-
лых возмущений оболочки, движущейся с ускорением, 
когда ускорение зависит от времени. Предполагается, 
что оболочка тонкая и не имеет внутренней структуры 
и масса оболочки много больше массы окружающего 
оболочку газа. Рассмотрены случаи плоской, цилиндри-
ческой и сферической геометрии системы.  

Рассмотрена устойчивость движения оболочки, 
обеспечивающего изэнтропическое сжатие газа, по от-
ношению к развитию малых возмущений вида плоских 
волн и угловых гармоник. Показано, что рост возмуще-
ний вида плоских волн ограничен как в плоской, так и в 
цилиндрической геометрии. Рассчитан предельный рост 
амплитуды таких возмущений. Показано, что рост воз-
мущений вида угловых гармоник неограничен как в ци-

линдрической, так и в сферической геометрии. Рассчи-
тан инкремент роста таких возмущений. 

Сравнение полученных инкрементов роста ампли-
туды возмущений оболочки с аналогичными выраже-
ниями, известными из теории РТ-неустойчивости в не-
сжимаемой жидкости, показывает, что возмущения 
оболочки при фокусировке растут немного медленнее, 
чем в несжимаемой жидкости. 

Выполнены численные расчеты развития возмуще-
ний оболочки, изэнтропически сжимающей DT-газ в ми-
шенях тяжелоионного ИТС. Показано, что результаты 
численного счета находятся в разумном согласии с тео-
ретическими выводами. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ В ТРЕХСЛОЙНЫХ ГАЗОВЫХ 

СИСТЕМАХ ЛАЗЕРНЫМ МЕТОДОМ 
 

Н. В. Невмержицкий, А. Н. Разин, Е. Д. Сеньковский, В. И. Дудин, Е. А. Сотсков, 
А. А. Никулин, Л. В. Точилина, О. Л. Кривонос 

 
ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Приведены результаты исследований развития ТП, возникающего на КГ трех-

слойных газовых систем при прохождении стационарной УВ с числом Маха 
М ≈ 1,3. Выполнены три серии экспериментов. В первой серии опытов КГ2 накло-
нена под углом в 60° к направлению движения УВ, КГ1 располагалась поперек 
ударной трубы. Во второй серии экспериментов КГ1 имела два излома (наклонная 
ступенька), КГ2 располагалась поперек ударной трубы. В третьей серии опытов КГ1 
наклонена под углом в 60° к направлению движения УВ, КГ2 располагалась попе-
рек ударной трубы. Использовались различные комбинации газов: воздух, SF6, He.  

Структура течения регистрировалась шлирен-методом с лазерной подсветкой. 
Получены новые экспериментальные данные о характере развития ТП в существен-
но двумерных течениях, полезные для понимания физики процесса, верификации 
физических моделей и численных методик расчета ТП. 

 
 
 

Введение 
 

В последние годы в РФЯЦ-ВНИИЭФ для модели-
рования двумерных течений с учетом турбулентного 
перемешивания (ТП) создано несколько пакетов про-
грамм. В то же время информативных эксперименталь-
ных данных по ТП в двумерных течениях не столь мно-
го, а имеющиеся не в полной мере соответствуют зада-
чам тестирования численных методик. Так, в работах 
[1 – 3] представлены результаты экспериментов и неко-
торые расчеты по исследованию развития ТП, возни-
кающего после прохождения ударной волны (УВ) через 
контактную границу (КГ), заданную в виде наклонной 
плоскости, прямой ступеньки или треугольной канавки. 
В работах [4, 5] приведены экспериментальные данные 
по развитию ТП в трехслойных газовых системах. Кон-
тактные границы, разделяющие газы до начала проведе-
ния опытов, имели один или два излома или были пло-
скими, располагаясь под некоторым углом к направле-
нию движения УВ. Геометрия экспериментов выбиралась 
таким образом, чтобы получить информацию для отра-
ботки алгоритмов, используемых в разрабатываемых 
методиках расчета ТП в двумерных течениях.  

С созданием в РФЯЦ-ВНИИЭФ лазерного измери-
тельно-вычислительного комплекса появилась возмож-
ность повторить старые (наиболее интересные) опыты и 
провести дополнительные. В работе представлены ре-
зультаты экспериментов по развитию ТП в трехслойной 

газовой системе. Регистрация течения проводилась шли-
рен-методом с лазерной подсветкой, что позволило со-
поставить полученные результаты с данными работ [4, 5] 
и получить более четкую картину течения.  
 
 

1. Техника экспериментов 
 

Схема воздушной ударной трубы представлена на 
рис. 1. Ударная труба состоит из камер высокого и низ-
кого давления, канала и составленной из нескольких 
отсеков измерительной секции (секции А). Камера вы-
сокого давления и камера низкого давления разделяются 
мембраной, изготовленной из целлофана. Измерительные 
секции изготовлены из оптически прозрачного оргстекла. 
Внутреннее сечение секции 120×40 мм. Между стыками 
отсеков секций устанавливались две разделительные по-
лимерные пленки толщиной τ = 0,3÷1 мкм для форми-
рования КГ в трехслойной газовой системе. Выходной 
торец последней секции закрыт «жесткой» стенкой 
из оргстекла. 

Объем 2-й измерительной секции между полимер-
ными пленками (между КГ1 и КГ2) заполнялся либо 
гелием ( 0С ≈ 965 м/с, 0ρ = 0,1785 г/л, γ = 1,63), либо 
шестифтористой серой (элегаз: 0С ≈ 129,5 м/с, 0ρ = 
= 6,5 г/л, γ = 1,094); между второй полимерной пленкой 
и жесткой стенкой – либо воздухом ( 0С ≈ 344 м/с, 
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0ρ = 1,2 г/л, γ = 1,4), либо шестифтористой серой. В ка-
мере низкого давления и в канале (перед КГ1) находил-
ся воздух при атмосферных условиях. Контроль чисто-
ты газа осуществлялся с помощью шахтного интерфе-
рометра ШИ-11 с погрешностью ∼ 3 %.  

Камера высокого давления ударной трубы запол-
нялась сжатым воздухом до избыточного давления 
≈ 2,7 атм. Мембрана разрушалась при помощи электро-
взрыва наклеенной на нее нихромовой проволочки. По-
сле разрыва мембраны по камере низкого давления рас-
пространялась стационарная УВ. 

 

 

 

 

Рис. 1. Схема постановки экспериментов (размеры в мм): КГ1, КГ2 – первая и вторая КГ;  
1 2Д , Д  – датчики давления 
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После прихода УВ на КГ1 происходит распад раз-
рыва с образованием УВ, уходящей вперед (централь-
ный слой), и отраженной волны (ударной или разреже-
ния), уходящей назад (в воздух). При этом разделитель-
ная пленка разрушается, граница раздела газов ускоря-
ется, в результате чего на ней возникает неустойчивость 
Рихтмайера–Мешкова, приводящая к развитию ТП. При 
выходе УВ на КГ2 на ней также происходит распад раз-
рыва: вперед (в воздух или 6SF ) уходит УВ, в цен-
тральный слой – УВ либо волна разрежения. 

Регистрация течения производилась цифровым фо-
тоаппаратом шлирен-методом (без ножа Фуко) с лазер-
ной подсветкой через теневую установку ИАБ-451. Схе-
ма видеорегистрации процесса представлена на рис. 2. 
В экспериментах использовался лазер «Бриллиант В» 
с длительностью импульса 4 нс, длиной волны 532 нм  
и энергией 180 мДж. Регистрация течения проводилась 
на открытый затвор фотоаппарата при отсутствии 
внешнего освещения. При этом в каждом опыте полу-
чался один видеокадр на заданный момент времени. 

2. Результаты экспериментов 
 

Опыты 850, 851 (слойка воздух – Не – SF6). На 
рис. 3, 4 для двух моментов времени представлены кар-
тины течения и результаты обработки опытов на ПЭВМ 
(оцифровка границ зон ТП). Начальное время 0 0t =  
соответствует моменту прихода УВ на КГ1. Направле-
ние движения УВ показано на рис. 4. 

При выходе УВ на КГ1 происходит распад разры-
ва, в результате чего в воздух распространяется волна 
разрежения, а в гелий уходит УВ, скорость которой 

HeD ≈ 1050 м/c. Ударная волна, движущаяся по гелию, 
взаимодействует сначала с нижней частью КГ2. В про-
цессе взаимодействия УВ с КГ2 на КГ2 помимо неус-
тойчивости Рихтмайера – Мешкова развивается и неус-
тойчивость Кельвина – Гельмгольца [6]. При выходе УВ 
в точку пересечения КГ2 с верхней стенкой трубы меж-
ду верхней частью КГ2 и стенкой формируется зона 
повышенного  давления.  Под  действием  повышенного 

 

Рис. 2. Схема  регистрации  процесса в режиме  шлирен-метода:  1 – поворотное зеркало;  2 – матовое стекло;  
3 – телескоп-рассеиватель; 4 – труба защитная; 5 – лазерная головка; 6 – блок питания лазера; 7 – пульт управления;  

8 – оптическая система ИАБ-451; 9 – цифровой фотоаппарат; 10 – телескоп; 11 – измерительная секция 
 

Скорость падающей УВ определялась по времен-
ным показаниям датчиков давления 1 2Д , Д  и геометрии 
ударной трубы. Датчики 1 2Д , Д  – пьезокерамические 
АР1710 с полосой пропускания ∼ 20 кГц и диаметром 
чувствительного элемента 10 мм. Заряд, генерируемый 
пьезодатчиком, при помощи усилителя заряда УЗД−2, 
выполняющего роль согласующего устройства, преоб-
разовывался в электрический импульс, который посту-
пал на вход канала цифрового регистратора – осцилло-
графа TDS-420A, c осциллографа информация перево-
дилась в ПЭВМ. 

давления верхняя часть КГ2 искривляется и ускоряется, 
на КГ2 образуется точка излома, выше которой КГ2 
начинает обгонять нижнюю часть КГ2. Так как ско-
рость УВ в 6SF  (

6SFD ≈ 170 м/c) меньше, чем в гелии, 

после удаления от КГ2 верхняя часть УВ в 6SF  опережа-
ет нижнюю часть. Формирование течения происходит 
под влиянием УВ, циркулирующей в центральном слое.  

Опыт 846 (слойка воздух – SF6 – воздух). Поле 
течения на момент времени t ≈ 988 мкс и направление 
движения УВ показаны на рис. 5. При выходе УВ на 
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КГ1 происходит распад разрыва, в результате чего в 
воздухе и центральном слое распространяются УВ. 
Скорость УВ в 6SF  

6SFD ≈ 190 м/c. В процессе взаимо-
действия УВ с КГ2 на КГ2 помимо неустойчивости 
Рихтмайера – Мешкова развивается и неустойчивость 
Кельвина – Гельмгольца. В результате взаимодействия 
УВ с КГ2 вперед (воздух) уходит УВ со скоростью 

AirD ≈ 440 м/c, в 6SF  распространяется волна разреже-
ния. Поскольку 

6Air SFD D>  нижняя часть УВ, движу-

щейся по воздуху после прохождения КГ2, опережает 
верхнюю часть. Из-за разности расстояний между КГ1 
и КГ2 на нижней и верхней поверхностях трубы волна 
разрежения возвращается на КГ2 в разные времена для 
нижней и верхней поверхности трубы. После взаимо-
действия волны разрежения с КГ скорость участка КГ, 
взаимодействовавшего с волной разрежения, увеличи-
вается. В результате сложных взаимодействий волны 
разрежения с КГ1 и КГ2 формируется течение, пока-
занное на рис. 5. 
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Рис. 3. Развитие ТП в слойке воздух – Не – SF6, опыт 850, t ≈ 770 мкс: а – видеокадр; б – Y(X) диаграмма,  
Х1, Х2, Х3, Х4 – границы зон ТП; ОВ – отраженные волны 
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Рис. 4. Развитие ТП в слойке воздух – Не – SF6, опыт 851, t ≈ 1100 мкс. Обозначения см. рис. 3 
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Рис. 5. Развитие ТП в слойке воздух – SF6 – воздух, опыт 846. Обозначения см. рис. 3 
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центральный слой заполнен легким газом. Результаты 
эксперимента приведены на рис. 7 для момента времени 
t ≈ 372 мкс. Сопоставление данных рис. 6 и 7 показыва-
ет, что замена тяжелого газа в центральном слое на лег-
кий качественно изменяет картину течения. 

Опыт 844 (слойка воздух – SF6 – воздух). В этих 
опытах КГ1 располагается под углом в 60° к направле-
нию движения УВ, КГ2 перпендикулярна к направле-
нию движения УВ. Результаты эксперимента приведе-

ны на рис. 8 для моментов времени t ≈ 683 мкс и 
t ≈ 920 мкс. Так как при t ≈ 683 мкс перемешивание раз-
вито слабо, полученную информацию можно использо-
вать для тестирования алгоритмов отслеживания КГ. 
При взаимодействии УВ с КГ1 на КГ1 возникают тан-
генциальные течения, приводящие к развитию неустой-
чивости Кельвина – Гельмгольца. Вследствие этого 
вблизи нижней поверхности ударной трубы на КГ1 
на фоне ТП формируется вихревое течение.  
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Рис. 6. Развитие ТП в слойке воздух – SF6 – воздух, опыт 832: а – видеокадр, t ≈ 590 мкс; 
б – видеокадр, t ≈ 750 мкс; в – Y(X) диаграмма. Обозначения см. рис. 3 (см. также с. 51) 
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Рис. 6. Окончание 
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Рис. 7. Развитие ТП в слойке воздух – Не – воздух, опыт 833, pt ≈ 372 мкс. Обозначения см. рис. 3 (см. также с. 52) 
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Рис. 7. Окончание 
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Рис. 8. Развитие ТП в слойке воздух – SF6 – воздух, опыт 844: а – видеокадр, t ≈ 683 мкс; 
б – видеокадр, t ≈ 920 мкс; в – Y(X) диаграмма. Обозначения см. рис. 3 (см. также с. 53) 
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Рис. 8. Окончание 
 

Замечание. Темные полосы на видеокадрах экспе-
риментов – это стыки отсеков измерительных секций, 
между которыми были установлены полимерные разде-
лительные пленки (КГ1 и КГ2 или технологический 
стык); из-за механической обработки стыки непрозрач-
ны для теневой системы. 
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го на КГ трехслойной газовой системы после прохожде-
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о характере развития ТП в сложных двумерных течени-
ях, которые полезны для понимания физики процесса, 
верификации физических моделей и численных мето-
дик расчета ТП. 

Все рассмотренные задачи представляют интерес 
для тестирования методик расчета ТП. Приведенные на 
ранние моменты времени видеокадры опытов можно 
использовать для отработки алгоритмов отслеживания 
движения КГ, реализованных в двумерных методиках.  
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Схема постановки экспериментов (размеры в мм): КГ1, КГ2 – первая и вторая КГ; 1 2Д , Д  – датчики давления 

Камера 
высокого 
давления ∅

 2
00

 

960 

Д1

Мембрана 

12
0×

40
 

2000

1110 1080

Секция измерительная 

Камера 
низкого 
давления

А 

Канал 

555

КГ1

Ударная труба 

Д2

Жесткая 
стенка 

Секция А, вариант I  

УВ 

Тонкая пленка 
17 

12
0 

Воздух 

Тонкая пленка 

КГ2КГ1 

87 222

60°

Жесткая 
стенка 

Секция А, вариант II 

УВ 

Тонкая пленка

44 75 99,5 

12
0 

Воздух Воздух 

Не, SF6 

Тонкая пленка 

КГ2
КГ1

60
 

47,530
 

Секция А, вариант III 

Жесткая 
стенка 

УВ 

20587 

12
0 

Воздух Воздух 

SF6 
КГ2КГ1

17 



 

 

а 
 
 
 
 

0

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Х , мм

Y
, м

м

Х1

Х2

Х3

Х4

ОВ

Воздух 

SF6 

Не

КГ2

Технологический стык

КГ1

 
б 
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Развитие ТП в слойке воздух – Не – воздух, опыт 833, pt ≈ 372 мкс: а – видеокадр; б – Y(X) диаграмма,  

Х1, Х2, Х3, Х4 – границы зон ТП; ОВ – отраженные волны 
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Развитие ТП в слойке воздух – SF6 – воздух, опыт 844: а – видеокадр, t ≈ 683 мкс; б – видеокадр, 
t ≈ 920 мкс; в – Y(X) диаграмма, Х1, Х2, Х3, Х4 – границы зон ТП; ОВ – отраженные волны 
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ОБ ЭФФЕКТЕ СХЕМНОЙ ВЯЗКОСТИ В LES РАСЧЕТАХ ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ  
В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ 

 
М. С. Попов1, В. П. Стаценко2 

 
1Саровский инженерный центр, пос. Сатис 

2ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 
 

Представлен анализ эффектов схемной вязкости по результатам расчетов с по-
мощью выполненного в STAR-CD численного LES моделирования турбулентного 
течения в плоском канале. Постановка расчетов аналогична постановке в известной 
работе по DNS моделированию такого течения.  

 
 
 

Введение 
 

Мы будем вести здесь речь лишь о течении в плос-
ком канале, поскольку именно для него (в силу деше-
визны соответствующих расчетов) выполнено большое 
число вариантов расчетов. Выводы, сделанные для это-
го случая, полагаем справедливыми и для более слож-
ных, но принципиально не отличающихся течений, на-
пример турбулентных течений в связке стержней. Мо-
делирование такого течения также очень полезно для 
выбора наилучшей комбинации входных параметров 
(таких, как разностные схемы, значение временного 
шага, способа инициирования турбулентности и т. д.), 
так как оно требует много меньше времени для того, 
чтобы определить, подходит ли данный параметр для 
LES моделирования ограниченного стенками потока 
с периодичными границами в STAR-CD.  

В задачах подобного рода наиболее трудной про-
блемой является выбор подходящей счетной сетки, по-
скольку помимо явно учитываемой молекулярной вяз-
кости (с кинематическим коэффициентом ν ) и также 
явно учитываемой подсеточной вязкости, коэффициент 

SGSν  которой зависит от размера счетной ячейки :Δ  
2

SGSν ∼ Δ , неявно работает еще и схемная вязкость 
(коэффициент scν ). Так для краткости мы называем 
эффект численных ошибок. Численные ошибки делятся 
на конечно-разностную ошибку аппроксимации произ-
водных и ошибку дискретизации при вычислении нели-
нейного члена уравнений Навье – Стокса. По-видимому, 
впервые проблема соотношения численных ошибок и 
величины подсеточных напряжений была рассмотрена 
в работе [1]. В этой работе рассматривается задача об 
изотропной турбулентности в «ящике» с периодически-
ми граничными условиями. Однако из-за упрощения 
задачи полученная в этой работе оценка спектра мощ-

ности ошибок не имеет очевидной связи с величиной 
эффективного коэффициента схемной вязкости, влияю-
щей на практически важный конечный результат, а 
именно профили скорости в каналах. 

Один из прямых способов получить количествен-
ную информацию об эффективном коэффициенте схем-
ной вязкости из численного эксперимента  изложен ни-
же. Приведены его оценки и сравнение с величиной 
коэффициента подсеточной вязкости для простейшего 
течения в плоском канале. 
 
 

1. Постановка задачи о течении  
в плоском канале 

 
На рис. 1 представлено двумерное сечение канала 

с направлением течения и размерами канала.  
Размеры канала: в направлении 2x − π  м, в направ-

лении 2y −  м, в направлении z − π  м. Начало координат 
расположено в центре канала между двумя стенками ка-
нала, ее положение в плоскости YZ указано на рис. 1.  

Для всех расчетов использовалась структурирован-
ная неравномерная сетка с различным разрешением 
(см. таблицу). На рис. 2 показана зависимость шага dy 
счетной сетки по Y от номера N узла начиная от стенки. 

Граничные условия для всех расчетов следующие. 
На стенках канала ( )1; 1y y= = −  задавались условия 
прилипания. В направлении z использовались общие 
цикличные границы (полностью периодические по z 
условия). В направлении течения (х) использовались 
частичные цикличные границы (периодичность по х 
скорости, но с заданием перепада давления (P-DROP 
по терминологии STAR-CD)). Эти граничные условия 
в точности соответствуют условиям, использованным 
при DNS течении в плоском канале [2]. 
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Рис. 1. Двумерное сечение модели канала в плоскости XY (слева) и YZ (справа) общей системы координат 

 

                                                      
Рис. 2. Зависимость шага счетной сетки от номера узла 

 
Физические свойства жидкости принимались сле-

дующими: плотность ρ = 1 кг/м3 и вязкость μ =  
1 Reτ=  кг/(м·с). Мы использовали p = 2π Н/м2 в каче-

стве значения перепада давления в направлении течения 
(для моделирования частичных циклических граничных 
условий). Расчеты проводились при значении числа 
Рейнольдса (на основе динамической скорости uτ ) 
Reτ = 180. Константа Смагоринского в выражении для 

вихревой подсеточной вязкости ( )2
SGS SC Sν = Δ : 

SC = 0,065. Другие основные параметры, которые из-
менялись для разных моделирований: разрешение сет-
ки, разностные схемы, значение шага по времени. Не-
которые из параметров для рассчитанных вариантов 
представлены в таблице.  

В таблице использованы следующие обозначения: 
xN , yN  и zN  – количество ячеек в направлениях X 

(направление  потока),  Y (перпендикулярное к стенке) и  

Z (продольное) соответственно. Колонка разностных 
схем содержит информацию об использованной вре-
менной и пространственной дискретизации в форме 
временная схема + пространственная схема. Аббревиа-
турой C – N обозначена схема Кранка – Николсона, CD 
означает центральную разность, а MARS – аббревиатура 
схемы монотонной адвекции и реконструкции.  

Далее рассматриваются два способа задания на-
чальных данных в указанных вариантах. Первый способ 
состоит в задании усредненного профиля продольной 
компоненты скорости при нулевых поперечных. Это 
дает возможность оценить схемную вязкость для регу-
лярных профилей скорости. Мы предполагаем, что она 
должна быть второго порядка аппроксимации, как и 
используемая численная схема. Второй способ состоит 
в задании мгновенного профиля продольной компонен-
ты скорости при нулевых поперечных. Это дает воз-
можность оценить схемную вязкость для нерегулярных 
профилей скорости. Мы предполагаем, что она должна 
быть первого порядка аппроксимации, независимо от 
используемого в численной схеме. 

 
Параметры, использованные для расчетов 

Номер 
варианта x y zN N N× ×  Разностные схемы Шаг по времени (DT), с 

1 30 60 50× ×  C – N + MARS 0,0025 
2 50 60 50× ×  C – N + MARS 0,0025 
3 30 60 50× ×  Semi-Implicit Euler + CD 0,000125 
4 50 60 50× ×  Semi-Implicit Euler + CD 0,000125 
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2. Cпособ получения количественной оценки 
коэффициента схемной вязкости из численного 

эксперимента 
 

Пусть отключены все пульсации – задаем лишь 
dxu
dt

≡ . Тогда 

( )( ) .xy
sc

u P u
t x y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= − + ν + ν⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
              (1) 

Шаг по времени выбираем предельно малым: 
410 ,dt −<  чтобы не учитывать схемные эффекты, воз-

никающие из-за погрешностей аппроксимации по вре-
мени. Последние могут быть оценены в расчете с боль-
шим шагом (способ будет изложен ниже). Рассмотрим 
простейший случай 

0, 0.P
x

∂ = ν =
∂

                               (2) 

Итак, имеем несколько (n) моментов времени, со-

ответственно (n – 1) значений ( )
1

1

u
n

n

uD
t−

−

∂⎛ ⎞≡ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. Предпо-

лагаем, что на интервале 0 1y≤ ≤  скорость монотонно 
возрастает (что справедливо, как правило, для среднего 

профиля скорости), при 1y = : 0u
y

∂ =
∂

. Тогда с учетом (2) 

из (1) следует 

( )( )
1

1
( ) ( ) ,

y
uxy

sc n
uy D y dy
y−

⎛ ⎞∂ν = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫  

( )1 1( ); 2.i i i idy y y y y y+ += − = +               (3) 

Для проверки точности наших оценок рассмотрим 

теперь расчет с 21 0,55556 10
Re

−

τ
ν = = ⋅ . Аналогично 

предыдущему делаем n шагов по времени, получаем 

значения ( )
1

1

u
n

n

uD
t−

−

∂⎛ ⎞≡ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 и далее 

( )( )
1

1
( ) ( )

y
uxy

sc n
uy D y dy
y−

⎛ ⎞∂ν + ν = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ ,             (4) 

так что разность (4) и (3) должна быть близка к задан-
ному ν . 

Можно также сравнить (3) с оценкой погрешности 
для схемы 2-го порядка по у, справедливой в прибли-

жении постоянства по у шага dy  и градиента u
y

∂
∂

: 

( ) 2( )xy
sc sc

uy c dy
y

∂ν =
∂

.                      (5) 

Далее полагаем 1scc ≈ . Полученная таким образом 
оценка для scν  является минимальной, поскольку в об- 
 

щем случае, когда u зависит не только от у, но также от х 
и z, в правой части (1) имеются также слагаемые типа  

( ) ( )xx xz
sc sc

u u
x x z z

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν + ν⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.                 (6) 

Можно также сравнить (4) с оценкой для схемы 
третьего порядка по у, также справедливой в прибли-
жении постоянства по у шага dy  и второй производ-

ной 
2

2
u

y
∂
∂

 

2
(3) (3) 3

2( )sc sc
uy c dy

y
∂ν =
∂

.                       (7) 

Оценка, исходящая из предположения, что схема 
имеет первый порядок аппроксимации 

4sc u dyν = ,                              (8) 

лишь формально напоминает теоретическую оценку [3] 
схемной вязкости (по [3] мы имели бы в (8) величину 

dy
dt

≡v  вместо u ). Тем не менее, как будет видно далее, 

оценка (8) схемной вязкости в целом соответствует чис-
ленным результатам, а также близка к следующей оценке, 
учитывающей неоднородность счетной сетки (см. рис. 2) 
и также содержащей слагаемое первого порядка: 

( )2
( ) 2( ) 2xy
sc

udy dy uy udy dy
y y y

∂ ∂ ∂ν ≈ = +
∂ ∂ ∂

.        (9) 

На однородной счетной сетке (9) переходит в (5). 
 
 
3. Результаты расчетов с начальным профилем 
продольной компоненты скорости, равным 
среднему по времени профилю, нулевыми  
поперечными компонентами скорости  
и нулевым градиентом давления – шаг  

по времени –5= 10dt  
 

Результаты расчетов для варианта 2 по формулам 
(3), (4) приведены на рис. 3,а (здесь и далее результаты 
приводятся для значений Y от стенки до середины кана-
ла, учитывая симметрию задачи).  

Как видно, кривая ( )
sc
νν − ν , где ( )

sc
νν  – коэффици-

ент схемной вязкости в расчете с молекулярной вязко-
стью 20,55556 10−ν = ⋅ , близка к кривой (0)

scν  в расчете 
с нулевой молекулярной вязкостью. Это говорит о дос-
таточной точности оценки коэффициента схемной вяз-
кости по формулам (3), (4). Наибольшее расхождение 

наблюдается в центре канала, где 0u
y

∂ ≈
∂

. Такой же ре-

зультат получен для всех расчетов данного раздела. 
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а 
 

б 

Рис. 3. Профили  коэффициента  схемной  вязкости  scν   для  варианта  2:  1 – (0)
scν   в  расчете  0ν =   

по формуле (3); 2 – ( )( )
sc
νν − ν ;  3 – ( )

sc sc
νν = ν + ν  в расчете с 1/ Reτν =   по формуле (4);  4 – оценка (5)  

величины scν ; 5 – оценка (7) величины (3)
scν ; 6, 7 – коэффициент SGSν  модели SGS в расчетах с 1/ Reτν =   

и 0ν =  соответственно; 8 – оценка (8) величины scν ; 9 – оценка (9) величины scν  
 

Как видно из рис. 3,б, ближе всего к полученному 
по формулам (3) и (4) значению схемной вязкости тео-
ретическая оценка (5), исходящая из погрешности схе-
мы 2-го порядка. Оценки (8) и (9) для погрешности 1-го 
порядка близки, они сильно завышают, а оценка (7) для 
погрешности 3-го порядка в целом занижает схемную 
вязкость – то же самое имеет место для всех расчетов 
данного раздела. 

Наконец отметим, что в варианте 2 коэффициент 
SGSν  в расчетах с моделью SGS пренебрежимо мал по 

сравнению с коэффициентом схемной вязкости. Такой же 
результат получен для всех расчетов данного раздела. 

Аналогичные расчеты и оценки для варианта 1, 
выполненного по той же численной схеме, приводят 
к близким результатам (рис. 4).  

Отметим, что для данных вариантов 1, 2, рассчи-
танных по схеме C-N+MARS, практически всюду полу-
чается положительное значение scν . 

Для вариантов 1 и 2 были выполнены также два 
расчета с молекулярной вязкостью 1/ Reτν = : один 
с подсеточной вязкостью, другой – без нее. Величины 
схемной вязкости для них неотличимы – соответст-
вующие кривые практически сливаются. Отношение 
продольных компонент скорости в этих расчетах отли-
чается от единицы не более чем на 61,6 10−⋅ . Другими 
словами, роль подсеточной вязкости (которая на два 
порядка меньше схемной) ничтожна.  
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б 

Рис. 4. Профили коэффициента схемной вязкости  scν , вариант 1:  1 – ( )
sc sc
νν = ν + ν   в расчете  

с 1/ Reτν =  по формуле (4); 2 – ( )( )
sc
νν − ν ; 3 – (0)

scν  в расчете с 0ν =  по формуле (3); 4 – оценка (5)  

величины scν ; 5 – оценка (7) величины (3)
scν ;  6, 7 – коэффициент SGSν  модели SGS в расчетах  

с 1/ Reτν =  и 0ν =  соответственно; 8 – оценка (8) величины scν ; 9 – оценка (9) величины scν  
 

Аналогичные расчеты варианта 4, рассчитанного 
на той же счетной сетке, но по схеме Semi-Implicit 
Euler+CD, приводят хотя и к меньшим в целом абсо-
лютным значениям scν , но с переменным знаком – 
см. рис. 5,а. Как и в предыдущем случае, кривые 2, 3 
близки между собой.  

Отметим, что в значительной части канала указан-
ные расчеты близки к теоретической оценке (7) величи-
ны (3)

scν  (рис. 5,б), что, по-видимому, говорит о более 
высоком порядке (более близком к третьему порядку) 

аппроксимации схемы Semi-Implicit Euler+CD. То же 
относится к варианту 3 (см. ниже), также рассчитанно-
му по указанной схеме. 

Аналогичные расчеты и оценки для варианта 3, 
выполненного по той же численной схеме, приводят 
к близким результатам (рис. 6).  

По-прежнему кривые 2, 3 близки между собой 
(рис. 6,а), что говорит о достаточной точности оценки 

scν  по формулам (3), (4). Наибольшее расхождение 
также наблюдается в центре канала.  
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Рис. 5. Профили коэффициента схемной вязкости scν , вариант 4: 1 – ( )
sc sc
νν = ν + ν  в расчете с 1/ Reτν =   

по формуле (4); 2 – ( )( )
sc
νν − ν ; 3 – (0)

scν  в расчете с 0ν =  по формуле (3); 4 – оценка (5) величины scν ;  

5 – оценка  (7)  величины  (3)
scν ;  6, 7 – коэффициент  SGSν   модели  SGS  в  расчетах с  1/ Reτν =   

и 0ν =  соответственно; 8 – оценка (8) величины scν ; 9 – оценка (9) величины scν  
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Рис. 6. Профили коэффициента схемной вязкости scν , вариант 3: 1 – ( )
sc sc
νν = ν + ν  в расчете с 1/ Reτν =   

по формуле (4); 2 – ( )
sc
νν − ν ;  3 – (0)

scν  в расчете с  0ν =  по формуле (3);  4 – оценка (5) величины scν ;  

5 – оценка  (7)  величины  (3)
scν ;  6, 7 – коэффициент  SGSν   модели  SGS  в  расчетах  с  1/ Reτν =   

и 0ν =  соответственно; 8 – оценка (8) величины scν ; 9 – оценка (9) величины scν  
 

Итак, коэффициент SGSν  в расчетах с моделью 
SGS пренебрежимо мал по сравнению со схемной вяз-
костью. Отметим, что в вариантах 3, 4, выполненных по 
схеме Semi-Implicit Euler+CD, максимальные значения 
рассчитанных по формулам (3), (4) коэффициентов 
схемной вязкости в несколько раз меньше соответст-
вующих значений в вариантах 1, 2, выполненных по 
схеме C-N+MARS. 

В данных тестовых расчетах, где имеются сравни-
тельно малые градиенты продольной компоненты ско-
рости, совпадающей с ее усредненным профилем в ре-
альном течении, схемная вязкость оказывается порядка 
молекулярной. Однако надо иметь в виду, что в реаль-
ном течении указанные градиенты скорости гораздо 

больше (как будет видно ниже), так что оценка (5) су-
щественно превысит молекулярную вязкость. То же 
относится к оценке (7).  
 
 
4. Результаты расчетов с начальным профилем 
мгновенной продольной компоненты скорости 
и с нулевыми поперечными компонентами  
и нулевым градиентом давления – шаг  

по времени 510dt −=  
 

Пусть отключены пульсации ,y zu u  – задаем лишь 

мгновенный профиль xu .  
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Рассмотрим простейший случай 0P
x

∂ =
∂

, а также 

два случая: 0ν =  и 1/ Reτν = . Для разных вариантов 
профили xu  показаны на рис. 7, 8. Видно, что профили 

xu  для 0ν =  и 1/ Reτν =  практически неразличимы. 
 

а 
 

б 

Рис. 7. Профили xu для варианта 3 (а) и варианта 1 (б):  
1 – без вязкости; 2 – с вязкостью 

 
Как видно, профиль скорости монотонен лишь 

на отдельных интервалах, в частности на интервале 
10 y y≤ <  вблизи стенки. Здесь 1y  – координата точки, 

в которой u
y

∂
∂

 обращается в ноль. 

Для этого участка следует вместо (3), (4) использо-
вать выражение для схемной вязкости 

( )
1( ) ( ) ,

i

y
u

sc n
y

uy D y dy
y−

⎛ ⎞∂ν = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫                (10) 

где i = 1. Это выражение справедливо и для любого по-
следующего интервала 1i iy y y− < <  (i > 1), на котором 
профиль скорости монотонен. С приближением к точке  

1y  смысл выражения (10) теряется (его точность 
уменьшается). 
 

а 
 

б 

Рис. 8. Профили xu для варианта 2 (а) и варианта 4 (б): 
1 – без вязкости; 2 – с вязкостью 

 
На рис. 9,а показаны расчеты scν  для варианта 3. 

Отличие (порядка коэффициента молекулярной вязко-
сти ν ) между кривыми 1 – 3 относительно мало. Вблизи 

0,18;0,23;0,47iy y= ≈  scν  меняет знак.  
На рис. 9,б показаны расчеты scν  для варианта 3 

по формуле (10) в сравнении с теоретическими оценка-
ми. Как видно, в промежуточной области схемная вяз-
кость scν , рассчитанная по формуле (10), заметно боль-
ше этих оценок, но в целом ближе всего к оценкам (8) 
и (9) погрешности 1-го порядка.  

Как видно из рис. 9,б, значения scν  заметно больше, 
чем для соответствующего варианта задачи со средним 
профилем скорости (см. рис. 6), потому что одновремен-
но происходит переход от погрешности 2-го порядка, 
имеющей место для регулярных течений, к погрешности 
1-го порядка, имеющей место для нерегулярных течений. 
При этом, как видно из рис. 9,б, оценки схемной вязко-
сти, соответствующие погрешностям 2-го и 3-го порядка 
(формулы (5) и (7)), сближаются.  
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В то же время сравнение SGSν  на рис. 6 и 9,б пока-
зывает незначительное возрастание SGSν  (для мгно-
венного профиля скорости) в основном в центральной 
части канала. В целом, можно заключить, что коэффи-
циент SGSν  в расчетах с моделью SGS всюду пренеб-
режимо мал (по модулю) по сравнению с scν .  

Для варианта 3 были также выполнены два расчета 
с молекулярной вязкостью 1/ Reτν = : один с подсеточ-
ной вязкостью, другой – без нее. Величины схемной  
 

вязкости для них неотличимы – соответствующие кри-
вые практически сливаются. Другими словами, роль 
подсеточной вязкости ничтожна. Поведение решения 
в других вариантах аналогично.  

На рис. 10,a показаны расчеты scν  по формуле (10) 
в варианте 1. По-прежнему отличие между кривыми 1 – 3 
относительно мало (порядка коэффициента молекуляр-
ной вязкости ν ). Вблизи 0,17;0,23;0,43;0,52;iy y= ≈  
0,63;0,86;0,96  scν  меняет знак. 

а 
 

б 

Рис. 9. Профили коэффициента схемной вязкости scν  для течения в плоском канале, вариант 3:  1 – (0)
scν   в расчете  

с 0ν =  по формуле (10);  2 – ( )
sc
νν − ν ; 3 – ( )

sc
νν  в расчете с 1/ Reτν =  по формуле (10); 4 – оценка (5) величины scν ;  

5 – оценка (7) величины scν ; 6 – SGSν  в расчете с 0ν = ; 7 – SGSν  в расчете с 1/ Reτν = ; 8 – оценка (8) величины scν ;  
9 – оценка (9) величины scν  
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Рис. 10. Профили коэффициента схемной вязкости scν , вариант 1: 1 – (0)
scν  в расчете с 0ν =  по формуле (10);  

2 – ( )
sc
νν − ν ;  3 – ( )

sc
νν  в расчете с 1/ Reτν =  по формуле (10);  4 – оценка (5) величины scν ; 5 – оценка (7)  

величины scν ; 6 – SGSν  в расчете с 0ν = ; 7 – SGSν  в расчете с 1/ Reτν = ; 8 – оценка (8) величины scν ;  
9 – оценка (9) величины scν  

 
Как и для варианта 3, из рис. 10,б следует, что 

в целом ближе к полученным по (10) результатам оцен-
ки (8) и (9) схемной вязкости 1-го порядка. При этом 
схемные вязкости, соответствующие погрешностям 2-го 
и 3-го порядка (кривые 4 и 5), сближаются. 

Можно заключить, что в расчетах варианта 1 с мо-
делью SGS коэффициент SGSν  всюду пренебрежимо 
мал (по модулю) по сравнению с scν . Можно также 
видеть, что в этом варианте, выполненном по числен-
ной схеме (C-N+MARS), значения scν  в центральной 
части канала заметно больше, чем в варианте 3, выпол-
ненном на такой же сетке, но по схеме (Semi-Implicit 
Euler+CD) (см. рис. 8,б).  

В варианте 2 профиль скорости имеет монотонный 
характер всюду, кроме 0,3, 0,4y y≈ ≈  (см. рис. 8,а). 
Именно между этими точками расчет scν  по формуле (10) 

дает отрицательные значения (рис. 11,а). Надежность 
оценки (10) величины scν  подтверждается практически 
полным совпадением кривых 1 – 3 всюду, кроме того же 
интервала 0,3 0,4y ≈ ÷ . В остальном результаты данно-
го варианта расчета аналогичны предыдущим. 

В варианте 4 профиль скорости весьма немоното-
нен (см рис. 8,б). Мы, однако, приводим (рис. 12) ре-
зультаты расчета схемной вязкости для всего интервала 
0 1y≤ ≤ , обозначив при этом вертикальными отрезка-
ми положение точек iy , где производная скорости об-
ращается в ноль. Надежность оценки (10) величины scν  
подтверждается практически полным совпадением кри-
вых 1 – 3. Из рис. 12,б видно, что в целом расчет scν  по 
формуле (10) дает результаты, близкие по порядку ве-
личины к оценке (8).  
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Рис. 11. Профили коэффициента схемной вязкости scν , вариант 2: 1 – (0)
scν  в расчете с 0ν =   

по формуле (10);  2 – ( )
sc
νν − ν ;  3 – ( )

sc
νν  в расчете с 1/ Reτν =  по формуле (10); 4 – оценка (5)  

величины scν ;  5 – оценка (7) величины scν ; 6 – SGSν  в расчете с 0ν = ; 7 – SGSν  в расчете  
с 1/ Reτν = ; 8 – оценка (8) величины scν ; 9 – оценка (9) величины scν  

 
В данном варианте, как и в предыдущих, коэффи-

циент SGSν  в расчетах с моделью SGS пренебрежимо 
мал по сравнению с коэффициентом схемной вязкости 
(рис. 12,б).  

Сравнение варианта 4 (см. рис. 12,б), выполнен-
ного по схеме (Semi-Implicit Euler+CD), с вариантом 2, 
выполненным на такой же сетке, но по схеме  
 

(C-N+MARS) (см. рис. 11,б), показывает, что в целом 
вариант 4 приводит к меньшим значениям scν .  

Были также выполнены два расчета с молекулярной 
вязкостью 1/ Reτν =  один с подсеточной вязкостью, дру-
гой – без нее. Величины схемной вязкости для них (как и 
в предыдущих вариантах расчета в данном разделе) неот-
личимы, т. е. роль подсеточной вязкости ничтожна.  
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Рис. 12. Профили коэффициента схемной вязкости scν , вариант 4: 1 – (0)
scν  в расчете с 0ν =   

по формуле (10);  2 – ( )
sc
νν − ν ; 3 – ( )

sc
νν  в расчете с 1/ Reτν =  по формуле (10); 4 – оценка (5)  

величины scν ;  5 – оценка (7) величины scν ; 6 – SGSν  в расчете с 0ν = ; 7 – SGSν  в расчете  
с 1/ Reτν = ; 8 – оценка (8) величины scν ; 9 – оценка (9) величины scν  

 
Выводы 

 
1. В задаче с мгновенным профилем скорости кри-

вая ( )
sc
νν  коэффициента схемной вязкости в расчете 

с молекулярной вязкостью 1/ Reτν =  близка к кривой 
(0)
scν  в расчете с нулевой молекулярной вязкостью, что 

говорит о достаточной точности оценки scν  по форму-
ле (10).  

2. В расчетах, выполненных по схеме (C-N+MARS), 
максимальные значения коэффициентов схемной вязко-
сти в несколько раз превышают соответствующие зна-
чения в расчетах, выполненных по схеме (Semi-Implicit 
Euler+CD). 

3. Во всех вариантах расчета с мгновенным профи-
лем скорости коэффициент схемной вязкости ближе 
всего к оценкам, следующим для схемы первого поряд-

ка, в то время как во всех вариантах расчета с усред-
ненным профилем скорости значения коэффициентов 
схемной вязкости ближе всего соответствуют второму 
порядку численной схемы. Это объясняется тем, что для 
нерегулярных (турбулентных) течений погрешность 
схемы сколь угодно высокого порядка аппроксимации 
будет стремиться к погрешности, даваемой схемой пер-
вого порядка. 

4. Во всех вариантах расчета коэффициент схемной 
вязкости возрастает при переходе от усредненного про-
филя скорости к мгновенному, причем в большей сте-
пени, чем коэффициент подсеточной вязкости в модели 
Смагоринского. Это подтверждает соответствующий 
переход от погрешности численной схемы второго по-
рядка (именно таков вид подсеточной вязкости в моде-
ли Смагоринского), имеющей место для регулярных 
течений, к погрешности схемы первого порядка, имею-
щей место для нерегулярных течений. 
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5. Во всех вариантах расчетов с моделью SGS ко-
эффициент SGSν  всюду мал (по абсолютной величине) 
по сравнению с коэффициентом схемной вязкости. От-
ношение скорости в двух соответствующих расчетах 
(с подсеточной вязкостью и без нее) отличается от 
единицы не более чем на 63 10−⋅ , а величины схемной 
вязкости в двух таких расчетах практически неотли-
чимы, что говорит о пренебрежимой роли подсеточ-
ной вязкости. 
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СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ОДНОСКОРОСТНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА НЕЙТРОНОВ 

В ОДНОРОДНЫХ СИСТЕМАХ 
 

Н. Б. Бабичев, Б. В. Беженцев, П. С. Бондарев, П. В. Забусов 
 

ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

Получены точные формулы, выражающие общую зависимость собственных 
значений от физических величин. Эти формулы справедливы для класса произволь-
ных по изотопному составу однородных односвязных систем, ограниченных нево-
гнутыми поверхностями. 

 
 
 

Введение 
 

 Целью данной работы является решение задачи на 
собственные значения (СЗ) в случае односкоростного 
уравнения переноса нейтронов в произвольных по гео-
метрии и изотопному составу однородных системах. 

Для упрощения поставленной задачи ниже приня-
ты следующие предположения: считается, что все ней-
троны обладают одинаковой по величине скоростью V , 
плотность нейтронов n  ничтожно мала по сравнению 
с плотностью ядер вещества яn , упругое рассеяние ней-
тронов на ядрах изотропно, а неупругие процессы от-
сутствуют. При этом кинетическое интегродифферен-
циальное уравнение для нейтронов имеет следующий 
вид (см., например, [1]): 

( ) ( ), ,1 , ,
t r

t r
V t r

∂ψ Ω ∂⎛ ⎞+ Ω ψ Ω +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

( ) ( ), , , , .
4

t r d t rβ ′ ′+ αψ Ω = Ω ψ Ω
π ∫              (1) 

Здесь V
V

Ω =  – единичный вектор, направленный вдоль 

вектора V  скорости полета нейтрона; ( ), ,t rψ Ω  – 

функция распределения нейтронов в фазовом про-
странстве векторов r  и Ω  в момент времени t ; 

( )я s f cnα = σ + σ + σ  и ( )я f snβ = νσ + σ  – параметры, 

которые не зависят от координат r  и времени t ; ,sσ  
,f cσ σ  – элементарные сечения рассеяния, деления, 

поглощения; ν  – среднее число нейтронов, испускае-
мых в одном акте деления ядра. 

Отношение f s

s f c
h

νσ + σβ= =
α σ + σ + σ

 будем называть 

активностью вещества (в случаях размножающих, по-
глощающих нейтроны и инертных сред соответственно 

1, 1h h> <  и 1h = ). 
Плотность и векторный поток нейтронов опреде-

ляются так 
( ) ( ), , , ,n t r d t r′ ′= Ω ψ Ω∫                         (2) 

( ) ( ), , , .j t r V d t r′ ′ ′= Ω Ω ψ Ω∫                      (3) 

 
 

1. Ограничение класса рассматриваемых  
систем 

 
Представленные ниже исследования базируются на 

кинетическом уравнении (1) с начальным и граничным 
условиями 

( ) ( )0 00, , , ,t t r rψ = Ω = ψ Ω                     (4) 

0Sψ =  при ( ) 0,SeΩ <                        (5) 

Se  – внешняя единичная нормаль к поверхности S  
системы, направленная в сторону вакуума. 

Вместо условия (5) можно было бы записать ра-
венство нулю векторного потока на поверхности S , 
направленного против нормали Se  

0,
S

j =  если ( ) 0.SeΩ <                     (6) 

Условия (5), (6) выражают тот факт, что нейтроны, 
вылетевшие из системы в пустоту, назад в систему не 
возвращаются. Это требование ограничивает рассмат-
риваемые здесь объекты классом однородных одно-
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связных систем с невогнутыми внешними поверхностя-
ми S . В остальном геометрия этих систем произвольна. 

Поясним сказанное. В случае многосвязных тел 
или систем, в которых внешняя поверхность S имеет 
вогнутые участки, между частями системы возникает 
обмен нейтронами через вакуумные области. При этом 
на некоторых участках поверхности S вместо использо-
вания граничного условия (5) требуется сшивка реше-
ний уравнения (1) и соответствующего решения урав-
нения для вакуумной области. 
 
 

2. Задача на собственные значения 
 

Предположим, что функция распределения имеет 
следующий вид: 

( ) ( ), , , .tt r e rλψ Ω = ψ Ω                      (7) 

После подстановки соотношения (7) в уравнение (1) 
получаем основное для дальнейших исследований урав-
нение относительно функции ( ),rψ Ω : 

( ) ( ) ( ), , , .
4

d r r d r
dr V

λ β⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ′Ω ψ Ω + α + ψ Ω = Ω ψ Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫  (8) 

Если система имеет конечные размеры, то при ре-
шении уравнения (8) получается дискретный набор соб-
ственных значений 0 1 2 ...λ > λ > λ > , каждому из кото-

рых соответствует собственная функция (СФ) ( )0 ,rψ Ω , 

( )1 ,rψ Ω , ( )2 ,rψ Ω … (см. [1]). 

Общее решение кинетического уравнения (1) будет 
линейной комбинацией частных решений типа (7) 

( ) ( )
0

, , , .mt
m m

m
t r a e r

∞
λ

=
ψ Ω = ψ Ω∑              (9) 

При достаточно больших t  в решении (9) можно 
пренебречь всеми слагаемыми кроме первого и счи-
тать, что 

( ) ( )00 0, , , .tt r a e rλψ Ω ψ Ω              (10) 

Параметр 0λ  назовем главным собственным значе-
нием (ГСЗ) и в дальнейшем будем обозначать просто λ . 

Из формул (2), (3) и (7) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ), ; , .t tn t r e n r j t r e j rλ λ= =       (11) 

Задача нахождения собственных значений для сис-
тем с произвольной геометрией чрезвычайно сложна и 
аналитически решается только в довольно простых слу-
чаях. Однако общие закономерности можно установить, 
исследуя уравнение (8) совместно с граничным условием. 
 
 

3. Общее решение задачи на собственные  
значения 

 
Сначала приведем некоторые общие формулы, вы-

ражающие зависимость величины λ от параметров сре-
ды, которые были получены в работе [2]. 

Нестационарное уравнение переноса (1) инвари-
антно относительно преобразований подобия с замена-
ми переменных t  и r  на t′  и r′  по правилу 

,t t tρ′→ =
′ρ

                            (12) 

.r r rρ′→ =
′ρ

                           (13) 

Здесь ρ  и ′ρ  – два произвольных значения плотности 
вещества. Отмеченное свойство инвариантности легко 
доказать, если учесть, что параметры α  и β  пропор-
циональны плотности ρ , поскольку входящая в них 
в виде сомножителя плотность ядер имеет вид 

я ,ANn
A

= ρ                              (14) 

где AN  – число Авогадро; A  – массовое число ядра. 
На основе инвариантности относительно преобра-

зования (13) в работе [2] удалось показать, что для ГСЗ 
уравнения (8) в случае произвольной по геометрии сис-
темы из некоторого определенного вещества* справед-
лива следующая общая формула: 

( ),F Rλ = ρ ρ                         (15) 

где R  – характерный размер системы (объем и пло-
щадь поверхности любого тела с величиной R  связаны 
следующими формулами: 3 2

T 1 T 2, ,V C R S C R= =  где 

1C  и 2C  постоянные, определяемые геометрической 
формой тела и выбором R  в качестве его характерного 
размера); ( )F Rρ  – функция, определяемая геометрией 
системы. 

В случае, когда геометрия системы не конкретизи-
рована, функция ( )F Rρ  является произвольной функ-
цией от аргумента Rρ . 

Результат (15) работы [2] обобщим на случай произ-
вольных по геометрии систем из произвольных веществ. 
Исходя из уравнения (8) можно утверждать, что в общем 
случае искомое решение имеет следующий вид: 

( ) ( )1 2, , ,VF R R VF h Rλ = α α β = α β          (16) 

где 1F  и 2F  – произвольные функции от двух аргумен-
тов. Из этого решения видно только, от каких величин 
в общем случае может зависеть λ  и ничего более. 

Уточним аналитическую структуру ГСЗ. В уравне-
нии (8) перейдем к безразмерной переменной z  

.z r= β                              (17) 

С учетом того, что 
r z

∂ ∂= β
∂ ∂

, получим кинетиче-

ское уравнение для функции ( ),zψ Ω  

                                                           
* Предполагается, что ядерно-физические свойства ве-

щества зафиксированы. 
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( ) ( ) ( )1, , , ,
4

z E z d z
z

∂⎛ ⎞ ′ ′Ω ψ Ω + ψ Ω = Ω ψ Ω⎜ ⎟∂ π⎝ ⎠ ∫     (18) 

где 1E
V
λ⎛ ⎞= α +⎜ ⎟β ⎝ ⎠

 – новое собственное значение. 

При решении уравнения (18) совместно с гранич-
ными условиями в z -пространстве получим дискрет-
ный набор новых СЗ 0 1 2 ...E E E> > > . Наибольшее СЗ 

0E E=  будем называть главным CЗ и в дальнейшем 
обозначать просто E . Очевидно, что главному СЗ E  
соответствует главное СЗ λ . 

В уравнение (18) кроме величины E  не входят ни-
какие другие параметры, а соответствующее граничное 
условие содержит в себе характерный размер. 

Из однотипных по геометрической форме систем 
с разными характерными размерами R  выделим те, 
у которых одинаково произведение Rβ . После перехода 
в z -пространство все эти системы будут иметь не только 
одинаковую форму, но и один и тот же характерный раз-
мер Z R= β . Поэтому можно утверждать, что главные 
собственные числа E  для таких систем совпадают. 

В случае фиксированного типа геометрии каждому 
произведению Rβ  будет соответствовать свое, и при 
этом единственное, число E . Таким образом, мы полу-
чаем функцию ( )E E R= β , явный вид которой опреде-
ляется геометрической формой объекта. 

Вспоминая, что 1E
V
λ⎛ ⎞= α +⎜ ⎟β ⎝ ⎠

, получаем следую-

щую общую зависимость главного собственного значе-
ния λ  от характеристик системы: 

( ) ( )1 1 .V E R V hE R
h

⎡ ⎤λ = β β − = α β −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
           (19) 

Из выражений (16) и (19) найдем, к примеру, связь 
между функциями 2F  и E  

( ) ( )2 , 1.F h R hE Rβ = β −                        (20) 

Запишем уравнение баланса полного числа ней-
тронов ( )N n r dr= ∫  в системе 

( ) ( )

1

0; .
sje dS

VW V W
n r dr

λ − β − α − = =
∫

∫
           (21) 

Величину W  можно назвать эффективным макро-
скопическим сечением поглощения нейтронов, связан-
ным с их утечкой из системы. Интеграл sje dS∫  равен 
количеству нейтронов, вылетающих в пустоту в едини-
цу времени. В случае систем произвольного размера R  
с постоянной плотностью для оценок можно принять, 

что величина W  пропорциональна отношению поверх-

ности системы к ее объему или же 1 .W
R

∼  

При стремлении оптической толщины объекта 
p R= α  к бесконечности величиной W  в соотношении 

(21) можно пренебречь по сравнению с остальными 
членами. Тогда получим 

( ) 11V V
h∞

⎛ ⎞λ = λ = β − α = β −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                (22) 

и для произвольных по геометрии систем имеем 

( )lim 1.
R

E R
β →∞

β =                            (23) 

Приведенные выше формулы были получены для 
главного собственного значения 0λ = λ . В случае СЗ 
с номером m  имеет место следующая формула: 

( ) 1 .m mV E R
h

⎡ ⎤λ = β β −⎢ ⎥⎣ ⎦
                  (24) 

Здесь ( )mE Rβ  – функция, явный вид которой оп-
ределяется геометрией системы. 

 
 

4. Некоторые замечания 
 

Следует отметить, что представленные выше новые 
формулы для СЗ столь же точны, сколь и кинетическое 
уравнение, на основе которого они были получены. 

Эти формулы дают наглядное представление о том, 
какие физические величины и каким образом влияют 
на СЗ. 

С помощью полученных общих формул для λ  
можно проводить тестирование различных аналитиче-
ских решений задачи на СЗ, а также результатов чис-
ленных расчетов по математическим методикам. 

Общие формулы для СЗ могут оказаться полезны-
ми при построении интерполяционных соотношений и 
для экстраполяции известных данных в неисследован-
ную область изменения физических параметров. 
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МАССОВЫМ ПАРАМЕТРОМ М 
 

В. П. Незнамов 
 

ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

В работе в рамках модели с максимальным массовым параметром М и с ис-
пользованием пятимерного пространства Де Ситтера исследуются свойства уравне-
ния Дирака для фермиона с массой m, находящегося на массовой поверхности 

( )2 2
5p M m= ± − . 

Показано, что свободный гамильтониан и гамильтониан с взаимодействием 
являются псевдоэрмитовыми. 

Если ввести соответствующие правила обращения с псевдоэрмитовыми га-
мильтонианами, то можно построить последовательную квантовую теорию с ко-
нечными результатами, совпадающими с результатами при использовании обычно-
го уравнения Дирака.  

 
 
 

Введение 
 

 В работах [2 − 9] В. Г. Кадышевский с сотрудника-
ми развил идеи М. А. Маркова [1] о существовании 
максимальной массы элементарных частиц М. В этих 
работах существование массы М понимается как новый 
фундаментальный принцип Природы, который подобен 
релятивистским и квантовым постулатам, лежащим 
в основах квантовой теории поля. 
 Условие конечности спектра масс элементарных 
частиц достигается введением соотношения  

m M≤ ,                                    (1) 

где массовый параметр М является новой физической 
константой. У М. А. Маркова в работе [1]  

1910 ГэВ.planckM m≅ =  

 В работах [2 − 9] на основе соотношения (1) раз-
вита новая концепция локальной квантовой теории с 
построением соответствующих лагранжианов для бо-
зонных и фермионных полей. Выполнение соотноше-
ния (1) достигается введением пятимерного простран-
ства Де Ситтера* подобно тому, как для выполнения 
релятивистских условий в свое время потребовался пе-

                                                           
* Точнее следовало бы записать «anti de Sitter space»; од-

нако неоднозначность русского перевода этого словосочета-
ния вынудила автора использовать в работе выражение «про-
странство Де Ситтера». 

реход от трехмерного пространства к четырехмерному 
пространству – времени Минковского. 
 В пятимерном импульсном пространстве Де Сит-
тера аналог релятивистского соотношения между энер-
гией и импульсом частицы с выполнением условия (1) 
записывается в виде  

2 2 2 2
0 5p p M− + =p .                           (2) 

На массовой поверхности для частиц массой m вы-
полняется соотношение 2 2 2

0p m− =p  и очевидно вы-
полнение равенства 

2 2 2
5p M m= − .                                (3) 

Как отмечается в работе [9], введение массового 
параметра М означает существование фундаментальной 
длины /l Mc= = . В последнее время интерес к введе-
нию минимальной длины возрос в связи с теоретиче-
скими исследованиями в квантовой теории гравитации 
и в теории струн (см., например, [10 – 12]). 
 В настоящей работе исследуются свойства уравне-
ния Дирака, введенного в работе [9] с использованием 
параметра М и пятимерного пространства Де Ситтера. 
 
 

1. Уравнение Дирака в пространстве  
Де Ситтера 

 
 Первоначально рассмотрим свободное движение 
дираковской частицы массой m.  
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В соответствии с работой [9] равенство (2) на массо-
вой поверхности 2 2 2

0p m− =p  можно записать в виде 

( )( )5 5cos cos 0p M p M+ μ − μ = ,               (4) 

где 
2

2cos 1 m
M

μ = − . 

 Каждый из сомножителей (4) может быть пред-
ставлен в виде 

( )52 cosM p M− + μ =  

( )0 5
0 5 2 sin

2
p p M M μ⎛ ⎞= γ − − γ + − ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
γp  

( )0 5
0 5 2 sin

2
p p M M μ⎛ ⎞× −γ + + γ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
γp ;         (5) 

( )52 cosM p M− μ =  

( )0 5
0 5 2 sin

2
p p M M μ⎛ ⎞= γ − − γ − + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
γp  

( )0 5
0 5 2 sin

2
p p M M μ⎛ ⎞× −γ + + γ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
γp .        (6) 

В выражении (5) 2 2
5 cosp M m M= − − = − μ ; 

в выражении (6) 2 2
5 cosp M m M= − = μ . 

 Рассматривая (5), (6) как операторы в конфигура-
ционном пространстве ( )0

5, ,x xx  и действуя ими 

на дираковский биспинор 5( , )x xψ , получим следующие 
четыре уравнения: 

( )
( )

5
0 1 5 1 2 1 5 2 2

55
0 2 5 1 2 2 5

( , ) ( , );
;

( , ) ( , );

p x x m m x x
p M m

p x x m m x x

⎧ ψ = + βγ + β ψ⎪ = − −⎨
⎪ ψ = + βγ − β ψ
⎩

αp

αp
 

(7) 
5

0 3 5 1 2 3 5 2 2
55

0 4 5 1 2 4 5

( , ) ( ( , );

( , ) ( ( , );

p x x m m x x
p M m

p x x m m x x

⎧ ψ = − βγ + β ψ⎪ = −⎨
ψ = − βγ − β ψ⎪⎩

αp

αp
. 

В уравнениях (5) – (7) и ниже 1с= == ; 0γ = β , 
i iγ = βα , 5 0 1 2 3γ = γ γ γ γ  – четырехмерные матрицы Ди-

рака; 2
1 2 sin

2
m M μ= , 2 2 sin

2
m M μ= , 2 2 2

2 1m m m− = , 

для случая m M<<  
2

1 2
mm
M

≈ , 
2

2 2
11
8

mm m
M

⎛ ⎞
≈ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Уравнения (7) отличаются друг от друга лишь зна-
ками перед членами с 1m  и 2m . По физическим следст-
виям уравнения (7) эквивалентны друг другу по анало-
гии с обычными уравнениями Дирака с разными знака-
ми перед массовым членом. 

Выражение (4) допускает и другое расщепление [9], 
которое для краткости можно записать в виде 

( )52 cosM p M± μ =∓  

( )0 5
0 5 2 cos

2
p p M M μ⎛ ⎞= −γ + − γ ± ± ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
γp  

0 5
0 5( ) 2 cos

2
p p M M μ⎛ ⎞× −γ + − γ ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
γp ∓ .         (8) 

В выражении (8) для верхнего ряда знаков 
2 2

5p M m= + − ; соответственно для нижнего ряда 
2 2

5p M m= − − . 
Аналогично (7) можно записать четыре эквива-

лентных уравнения, отличающиеся знаками перед мас-
совыми членами 

( )
( )

5
0 5 5 3 4 5 5 2 2

55
0 6 5 3 4 6 5

( , ) ( , );
;

( , ) ( , );

p x x m m x x
p M m

p x x m m x x

⎧ ψ = + βγ + β ψ⎪ = − −⎨
⎪ ψ = + βγ − β ψ
⎩

αp

αp
 

(9) 

( )
( )

5
0 7 5 3 4 7 5 2 2

55
0 8 5 3 4 8 5

( , ) ( , );
.

( , ) ( , );

p x x m m x x
p M m

p x x m m x x

⎧ ψ = − βγ + β ψ⎪ = −⎨
⎪ ψ = − βγ − β ψ
⎩

αp

αp
 

В равенствах (9) 2
3 2 cos

2
m M μ= ; 4 2 cos

2
m M μ= . 

В отличие от величин 1m , 2m  в (7) для случая 

m M<<  массы 3m , 4m  велики 
2

3 2
12 1 ,
4

mm M
M

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ≈ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝

 

2
2 2 2

4 4 32
12 1 , но
8

mm M m m m
M

⎞⎛ ⎞
⎟≈ − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠

. 

 
 
2. Эрмитовы свойства гамильтониана Дирака  

в пространстве Де Ситтера 
 

2.1. Свободное движение дираковской частицы  
массой m 

 
Для дальнейшего рассмотрения можно взять любой 

из эквивалентных гамильтонианов в уравнениях (7), (9). 
Пусть 

5
0 1 2H m m= + βγ + βαp .                 (10) 

Видно, что из-за наличия члена с 1m  выражение (10) 

неэрмитово †
0 0( )H H≠ . Однако 2 2 2 2

0H E m= = + p  и, 
очевидно, решения уравнения Дирака с гамильтонианом 
(10) будут представлять собой плоские волны с непре-

рывным энергетическим спектром 2 2E m= ± + p . 
 Проанализируем гамильтониан (10) с точки зрения 
неэрмитовой квантовой механики, бурно развивающейся 
в последние годы. Фундаментальной доктриной кванто-
вой механики являлось то, что гамильтониан и все физи-
ческие наблюдаемые должны представляться эрмитовыми  
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матрицами. Более десяти лет назад Bender et al. [13] по-
казали, что этот принцип можно до некоторой степени 
смягчить. Эрмитовость в канонической формулировке 
квантовой механики обеспечивает действительный 
спектр собственных значений рассматриваемых опера-
торов. Авторы [13] показали, что эрмитовость доста-
точна, но не необходима для этих целей. Действитель-
ность собственных значений и последовательное кван-
тово-механическое описание может быть сформулиро-
вано при ряде более общих требований в отсутствие 
эрмитовости. 

При этом операторы могут быть квазиэрмитовы-
ми [14], псевдоэрмитовыми [15] и/или РТ-симметрич-
ными [16]. 

A. Mostafazadeh в работах [15, 17], определил не-
обходимые и достаточные условия действительности 
спектра собственных значений псевдоэрмитовых и РТ-
симметричных гамильтонианов и формализовал работу 
с этими гамильтонианами. 

Следуя работам [15, 17] определим эрмитов опера-
тор ρ , который преобразованием подобия переводит 
гамильтониан (10) в эрмитово сопряженный 

1 †
0 0 .H H−ρ ρ =                             (11) 

Искомый оператор ρ  можно представить в виде 

2 5 5
1 1 1

2 2
1

( ) ( )
m m m

E E m E E E m
γ γ βρ = + + +

+ +
αp ;          (12) 

2 5 5
1 1 1 1

2 2
1

( ) ( )
m m m

E E m E E E m
− γ γ βρ = + − −

+ +
αp .       (13) 

Выражения (12), (13) обеспечивают выполнение 
условия псевдоэрмитовости (11). Скалярное произведе-
ние в гильбертовом пространстве записывается в этом 
случае с весом оператора ρ  

ρ< φ | ψ > =< φ | ρψ > .                       (14) 

Если оператор ρ  можно представить в виде произведе-
ния двух операторов 

†ρ = η η ,                                   (15) 

то преобразованием подобия, т. е. с сохранением спек-
тра собственных значений, гамильтониан (10) можно 
привести к эрмитову виду  

1 †
0 FW FWH H H−η η = = .                    (16) 

Для оператора ρ  в виде (12) выражения для опера-

торов η , 1−η  выглядят следующим образом: 

( )52
1

2

11
2

E m m
E E m

⎛ ⎞+η = + β + γ⎜ ⎟+⎝ ⎠
αp ;           (17) 

( )1 52
1

2

11
2

E m m
E E m

− ⎛ ⎞+η = + β − γ⎜ ⎟+⎝ ⎠
αp .        (18) 

Выражение (16) с учетом (17), (18) равно 

( )5 1 2 2
1 2m m E m−η + βγ + β η = β = β +αp p .       (19) 

Выражение (19) фактически представляет собой 
свободный гамильтониан Фолди − Ваутхайзена [18] со 

спектром собственных значений 2 2m± + p . 
Выражения (17), (18) представляют собой операто-

ры неунитарного преобразования Фолди − Ваутхайзена 
применительно к гамильтониану (10). 

Таким образом, мы показали, что гамильтониан 
0H  − псевдоэрмитов с тем же действительным спек-

тром собственных значений, что и у свободного га-
мильтониана Фолди − Ваутхайзена. 

Решениями уравнений (7), (9) являются плоские 
волны с положительной и отрицательной энергией: 

( ) ( , ) ;ipx
D sx s U e+ −ψ =  ( ) ( , ) ;ipx

D sx s V e−ψ =  

( )
1

2 2 20p E m= = + p .                     (20) 

Для гамильтониана (10) 

2
1

2

;
2

s

s
s

E mU m
E

E m

ϕ⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟ϕ⎜ ⎟+⎝ ⎠

σp  
1

2
22

s
s

s

m
E m E mV

E

−⎛ ⎞χ+ ⎜ ⎟+= ⎜ ⎟
⎜ ⎟χ⎝ ⎠

σp
.

   (21) 

В (21) p  и E  − операторы импульса и энергии 
частицы с массой m ; sϕ  и sχ  − двухкомпонентные 
нормированные спиновые функции Паули. 

Для sU  и sV  с учетом весового оператора ρ  (12) 
справедливы следующие соотношения ортонормиро-
ванности и полноты: 

† †
' ' ';s s s s ssU U V Vρ = ρ = δ   † †

' ' 0;s s s sU V V Uρ = ρ =  

† 01( ) ( ) 1 ;
2s s

s

HU U
Eα β βδ

αδ

⎛ ⎞ρ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑             (22) 

† 01( ) ( ) 1 .
2s s

s

HV V
Eα β βδ

αδ

⎛ ⎞ρ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

В выражениях (20) − (22) значки α , β , δ  относят-
ся к спинорным индексам, значки s , s′  − к спиновым 
индексам. Далее при суммировании по спинорным ин-
дексам знак суммы и сами индексы могут не указываться. 
 
 

2.2. Движение дираковской частицы  
во внешнем поле 

 
Гамильтониан (10) при наличии внешнего калиб-

ровочного векторного абелева поля Bμ  можно записать 
в виде  

5
1 .DH m q Bμ

μ= + βγ + ααp                    (23) 
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В выражении (23) 
1, 0;

, 1,2,3;i i
μ μ =⎧⎪α = ⎨

α μ = =⎪⎩
 q  − кон-

станта связи. 
Абелев случай для поля Bμ  рассматривается для 

простоты. Для общего случая дираковской частицы, 
взаимодействующей с неабелевым бозонным калибро-
вочным полем, выводы, полученные в настоящей рабо-
те, не изменяются. 

Для гамильтониана (23) вид операторов ρ  и η  
для приведения (23) к эрмитову виду с сохранением 
спектра собственных значений в настоящее время не 
установлен. 

Однако можно показать, что гамильтониан (23) 
вместе с гамильтонианом, отличающимся от (23) зна-
ком перед неэрмитовым членом с массой 1m , являются 
псевдоэрмитовыми и, следовательно, с ними можно 
работать в рамках формализма [15, 17]. 

Действительно, введем восьмикомпонентный спинор 
( )xφ  с четырьмя верхними компонентами, являющимися 

решением уравнения Дирака с гамильтонианом (23) и че-
тырьмя нижними компонентами – решениями уравнения 
Дирака с гамильтонианом, отличающимся от (23) зна-
ком перед членом с массой 1m . Введем также изотопи-

ческие матрицы 3
0

0
I

I
⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 и 1

0
0
I

I
⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, дейст-

вующие в изотопическом пространстве четырех верх-
них и четырех нижних компонент спинора ( )xφ . 

Тогда два уравнения Дирака (7) с включением 
взаимодействия с полем Bμ  можно записать в виде 

5 2 2
0 2 1 2 2 5

5 2 2
0 3 1 2 3 5

( ) ( ) ( ); ;

( ) ( ) ( ); ;

p x m m q B x p M m

p x m m q B x p M m

μ
μ

μ
μ

⎧ ψ = + βγ + β + α ψ = − −⎪
⎨
⎪ ψ = −βγ + β + α ψ = −⎩

αp

αp

 (24) 

2

3

( )
( ) ;

( )
x

x
x

ψ⎛ ⎞
φ = ⎜ ⎟ψ⎝ ⎠

                         (25) 

( )5
0 3 1 2( ) ( )p x m m q B xμ

μφ = + τ βγ + β + α φαp .     (26) 

В выражениях (24) – (26) и ниже координата 5x  
взята равной нулю [9]. 

В уравнении (26), как это видно из (24), содержатся 

две ветви возможных значений 2 2
5p M m= ± − . 

Из уравнения (26) видно, что роль оператора ρ  

в данном случае играет матрица 1
1 1

−τ = τ  

( )5 †
1 1 1 3 1 2 1H m m q B Hμ

φ μ φτ τ = τ + τ βγ + β + α τ =αp .  (27) 

Равенство (27) позволяет заключить, что гамильто-
ниан уравнения (26) Hφ  является псевдоэрмитовым. 

Уравнение (26) вместе с его гамильтонианом мож-
но перевести в представление Фолди – Ваутхайзена, 

используя формализм, ранее развитый автором для 
стандартного уравнения Дирака [20], и обобщение ус-
ловия эрмитового сопряжения для любых операторов 

† †
1 1( )genL L= τ τ , вытекающего из псевдоэрмитовости 

гамильтониана (26). 
Гамильтониан уравнеия (26) в представлении Фол-

ди – Ваутхайзена является эрмитовым с действительным 
спектром собственных значений. 

Все выводы, ранее полученные для обычного мо-
дифицированного и изотопического представления 
Фолди – Ваутхайзена [20, 21], сохраняют свою силу и 
для рассматриваемого нами случая. В частности, матри-
цы преобразования Фолди – Ваутхайзена для свободного 
движения совпадают с полученными в подразделе 3.1 
матрицами η , 1−η . В качестве 1−η  должна использо-

ваться матрица 1 † †
1 1 0(( ) )FW genU−η = τ η τ = . 

Базисные функции свободного движения для урав-
нения (26) с 0Bμ =  соответствуют выражениям (20), 
(21) с выбором соответствующего знака перед 1m . 
В соответствии с уравнением (26) имеются по два ре-
шения как с положительной, так и с отрицательной 
энергией 

1( )
1 3

( )1( , )
2 0

sipx ipx
s

U m
x s U T e e+ − −⎛ ⎞⎛ ⎞φ = = + = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

( )
2 3

1

01( , ) ;
( )2

ipx ipx
s

s
x s U T e e

U m
+ − −⎛ ⎞⎛ ⎞φ = = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1( )
1 3

( )1( , ) ;
2 0

sipx ipx
s

V m
x s V T e e− ⎛ ⎞⎛ ⎞φ = = + = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( )
2 3

1

01( , ) .
( )2

ipx ipx
s

s
x s V T e e

V m
− ⎛ ⎞⎛ ⎞φ = = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 В выражениях (28) 3T  − третья компонента изото-
пического спина. 

Соотношения ортонормированности и полноты 

для восьмикомпонентных функций 3
1
2sU T⎛ ⎞= ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

3
1
2sV T⎛ ⎞= ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
 имеют следующий вид (ниже 0H  − га-

мильтониан уравнения (26) с 0Bμ = ): 

†
3 1 ' 3

1 1
2 2s sU T U T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= τ = ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∓  

†
3 1 ' 3 '

1 1 ;
2 2s s ssV T V T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = τ = ± = δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∓  

†
3 1 ' 3

1 1
2 2s sU T V T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= τ = ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∓  

†
3 1 ' 3

1 1 0;
2 2s sV T U T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = τ = ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∓  

(28)
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†
3 3 1

1 1 ( )
2 2s s

s
U T U T βγ

α β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± = τ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∓  

( )0
3

1 11 1 ;
2 2

H
E αγ

⎡ ⎛ ⎞ ⎤= + ± τ⎟⎢ ⎜ ⎥⎠ ⎦⎝⎣
 

†
3 3 1

1 1 ( )
2 2s s

s
V T V T βγ

α β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± = τ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∓  

( )0
3

1 11 1 .
2 2

H
E αγ

⎡ ⎛ ⎞ ⎤= − ± τ⎟⎢ ⎜ ⎥⎠ ⎦⎝⎣
 

Уравнение (26), как и (7), (9), можно записать в ре-
лятивистски ковариантном виде 

( )5
3 1 2ˆ ( ) 0p m m q B xμ

μ− τ γ − − γ φ = .           (29) 

В уравнении (29) 0 0p̂ p= γ − γp . 
Для случая m M<<  членом с 1m  в уравнениях (7) 

и (29) можно пренебречь и прийти к стандартному урав-
нению Дирака. Для уравнений (9) необходимо учиты-
вать оба массовых члена с 3m  и 4m , но всегда на мас-

совой поверхности 2 2 2
4 3m m m− = . 

Аналогом базисных функций (28) для уравнения (29) 
будут дираковские функции ( , )u p s , ( , )v p s  [19], обоб-
щенные на восьмикомпонентный случай и с соответст-

вующим значением 3
1
2

T = ± . Для этих функций спра-

ведливы следующие соотношения: 

( ) ( )5
3 1 2 3ˆ , , 0;p m m u p s T− τ γ − =  

( )5
1 3 1 2ˆ 0;u p m mτ − τ γ − =  

( ) ( )5
3 1 2 3ˆ , , 0;p m m v p s T+ τ γ + =  

( )5
1 3 1 2ˆ 0v p m mτ + τ γ + = ;                    (30) 

3 1 ' 3
1 1
2 2

s su T u T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= τ = ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓  

3 1 ' 3 '
1 1 ;
2 2

s s ssv T v T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = τ = ± = δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓         (31) 

3 1 ' 3
1 1
2 2

s su T v T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= τ = ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓  

3 1 ' 3
1 1 0
2 2

s sv T u T⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = τ = ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓ . 

Проекционные операторы для входящих фермион-
ных линий фейнмановских диаграмм: 

( )( ) 5
3 1 25

3 1 2

1 ˆ( )
2( )

u p p m m
m m

+Λ = + τ γ + =
τ γ +

 

( )5 2
2 3 1

2

ˆ

2

m m p m

m

− τ γ +
= ; 

( ) ;u u u+Λ =  ( )2( ) ( ) ;u uu u+ +Λ = Λ                (32) 

( )5 2
2 3 1( )

2

ˆ
( ) ;

2
v

m m p m
p

m
−

− τ γ −
Λ = −  ( ) ;v v v−Λ =   

( )2( ) ( )
v vv v− −Λ = Λ . 

Проекционные операторы для выходящих ферми-
онных линий: 

( )5 2
2 3 1( )

2

ˆ
( ) ;

2u

p m m m
p

m
+

− τ γ +
Λ =  ( )

1 1;uu u+τ Λ = τ  

( )2( ) ( )
1 1 ;u uu u+ +τ Λ = τ Λ  

( )5 2
2 3 1( )

2

ˆ
( ) ;

2v

p m m m
p

m
−

− τ γ −
Λ = −  ( )

1 1;vv v−τ Λ = τ  

 ( )2( ) ( )
1 1v vv v− −τ Λ = τ Λ .                    (33) 

Соотношения полноты для входящих и выходящих 
фермионных линий: 

( )
3 3 1 3

1 1 1( ) (1 ) ;
2 2 2s s u

s
u T u T +

βγ
αγα β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± = τ = Λ ± τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∓  

(34) 

( )( )
3 3 1 3

1 1 1( ) 1 .
2 2 2s s v

s
v T v T −

βγ
αγα β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± = τ = Λ ± τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∓  

В выражениях (30) – (34) обозначения u , v  как 
всегда означают эрмитовское сопряжение биспиноров 
u , v  с одновременным умножением на матрицу 0γ . 
 
 

3. Обсуждение результатов 
 

Приведенные в предыдущем разделе исследования 
показали, что дираковские гамильтонианы частицы 
с массой m  с предельным массовым параметром M  
в присутствии и отсутствие взаимодействия с калибро-
вочными бозонными полями для рассматриваемого на-

ми случая 2 2
5p M m= ± −  являются псевдоэрмито-

выми. Согласно работам [15 – 17], псевдоэрмитовы опе-
раторы имеют либо действительные собственные зна-
чения, либо попарно комплексно-сопряженные. 

Для свободного движения псевдоэрмитовы гамиль-
тонианы уравнений (7), (9) можно привести к эрмитову 
виду и, следовательно, показать, что они имеют дейст-
вительные собственные значения. 

При наличии взаимодействия объединение уравне-
ний Дирака с разными знаками перед неэрмитовым сла-
гаемым с массой 1m  позволяет путем перехода к пред-
ставлению Фолди – Ваутхайзена привести получающие-
ся псевдоэрмитовы гамильтонианы к эрмитову виду 
с действительным спектром собственных значений. 
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Для иллюстрации возможности применения га-
мильтониана уравнения (26) в решении задач квантовой 
теории поля рассмотрим простейшую проблему кванто-
вой электродинамики о рассеянии электрона в кулонов-
ском поле точечного ядра с зарядом 0Ze− > . 

В этом случае в (26) член с взаимодействием 
q Bμ

μα  представляет собой 

2

0( ) .
4
ZeeA x− =
π x

                            (35) 

В стандартном случае квантовой электродинамики 
(см., например, [19]) дифференциальное сечение рас-
сеяния электрона равно 

2 2 2 20
4

,

2 ( , ) ( , )
f i

f f i i
s s

d Z m u p s u p s
d ±

σ α= γ =
Ω ∑

q
 

( ) ( )2 2 2
0 0

4

ˆˆ2
2 2

fi p mp mZ m Sp
m m

⎡ ⎤++α ⎢ ⎥= γ γ =
⎢ ⎥⎣ ⎦q

 

( )
2 2

0 0 2
4

ˆ ˆ .
2

i f
Z Sp p p mα= γ γ +

q
                 (36) 

В (36) f i= −q p p  – изменение импульса электрона 

при рассеянии; α  – постоянная тонкой структуры; ip , 

is , fp , fs  – начальные (конечные) четырехимпульс и 
спин электрона. 

В нашем случае, используя уравнения (26), (29) и 

соотношения (30) – (34), можно получить 

2 2 2 5 2
0 2 3 1

4 2
ˆ2 ( )

2
id Z m m m p mSp

d m

⎡σ α − τ γ += γ ×⎢Ω ⎢⎣q
 

( ) ( ) ( )
5 2

2 3 10
3 32

ˆ1 1 .
2 22

fp m m m
I I

m

− τ γ + ⎤× ± τ γ ± τ ⎥⎦
  (37) 

В равенстве (37) вычисление следа матрицы долж-
но производиться с использованием их восьмикомпо-
нентной структуры. Однако проекционные операторы 

( )3
1
2

I ± τ  фактически сводят эту операцию к определе-

нию Sp  для четырехкомпонентных матриц. 
С учетом этого замечания легко видеть, что выра-

жения (36) и (37) совпадают друг с другом. 
Очевидно, что с гамильтонианом (26) для случая, 

когда фермион находится на массовой поверхности 
2 2

5p M m⎛ ⎞= ± +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, можно определять и другие эф-

фекты квантовой теории поля. 
При этом по сравнению со стандартным подходом 

вместо массы m  используются параметр 5
3 1 2m mτ γ +  и 

соотношения (30) – (34). Конечные результаты совпа-
дают со стандартными. 

Случай, когда фермионы и бозоны находятся вне 
массовой поверхности, требует особого подхода и будет 
рассмотрен в последующей работе. 

Таким образом, можно заключить, что для фер-
миона, находящегося на массовой поверхности 

2 2
5p M m⎛ ⎞= ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, введение в теорию предельной 

массы M  не меняет конечных результатов, ранее по-
лученных в стандартной квантовой теории, несмотря 
на изначальную неэрмитовость гамильтониана урав-
нения Дирака. 
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РЕФЕРАТЫ  
 
 
УДК 539.1.01 
 
О ФИЗИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ ВЕКТОРА ВЕЙЛЯ / М. В. Горбатенко // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 3 – 13. 

Описывается уникальный феномен – возможность установления в оп-
ределенных областях пространства взаимно-однозначного соответствия 
между уравнениями, относящимися к совершенно различным физическим 
явлениям: (1) Явлениям, связанным с вейлевскими степенями свободы в 
плоском пространстве. (2) Явлениям, описываемым в терминах частиц с 
полуцелым спином и наблюдаемых величин, соответствующих полной со-
вокупности биспиноров.  

Установленный феномен открывает далеко идущие возможности в 
решении «старого» спорного вопроса – вопроса о физическом смысле век-
тора Вейля. В работе обсуждается, в частности, возможность отождествле-
ния вектора Вейля (с точностью до константы) с вектором плотности тока 
той совокупности биспиноров, которая образует биспинорную матрицу, 
входящую в уравнение Дирака. Обсуждаются и другие вопросы. 

 
 
 
 

УДК 539.17 
 
ПРИБЛИЖЕННОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА ГЛАВ-
НЫЕ СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ ОДНОСКОРОСТНОГО КИНЕ-
ТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА НЕЙТРОНОВ В СЛУЧАЕ ОД-
НОРОДНОГО ШАРА ИЗ ПРОИЗВОЛЬНОГО ВЕЩЕСТВА ПРИ ЛЮБЫХ 
ЕГО ОПТИЧЕСКИХ ТОЛЩИНАХ / Н. Б. Бабичев, П. В. Забусов, И. В. Лу-
тиков, В. П. Незнамов // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 
2009. Вып. 3. С. 14 – 17. 

Рассмотрен однородный шар, в котором изменение функции распре-
деления нейтронов со временем t подчиняется простому экспоненциально-
му закону teλ , где λ – главное собственное значение кинетического урав-
нения. Получена формула для λ, которая с достаточно высокой точностью 
справедлива при любых значениях оптической толщины шара из произ-
вольного вещества. 

 
 
 
 
 

УДК 539.18 
ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В ПРЕДСТАВЛЕНИИ 
ФОЛДИ-ВАУТХАЙЗЕНА / В. П. Незнамов, А. А. Садовой, А. С. Ульянов 
// ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 18 – 24. 

Проведено сравнение методов вычисления матричных элементов опе-
ратора радиальной координаты электрона в произвольной степени в пред-
ставлении Фолди-Ваутхайзена и при использовании решений уравнения 
Дирака для 1s-состояний водородо- и гелиеподобных ионов трансурановых 
элементов. Полученные аналитические и численные результаты для 1s-
состояний водородо- и гелиеподобных ионов подтверждают выполнение 
условия редукции волновой функции при переходе к представлению Фол-
ди-Ваутхайзена и демонстрируют возможность расчета матричных элемен-
тов с использованием только одной (верхней или нижней) компоненты ди-
раковской биспинорной волновой функции. 
 
 



УДК 532.5.013.4 
 
ОПТИМИЗАЦИЯ СЖАТИЯ ГАЗА В МИШЕНЯХ ИНЕРЦИАЛЬНОГО 
ТЕРМОЯДЕРНОГО СИНТЕЗА НА ОСНОВЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ ЗА-
ДАЧИ ОБ АВТОМОДЕЛЬНОЙ ВОЛНЕ СЖАТИЯ / Л. В. Ктиторов // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 25 – 34. 

Получено автомодельное решение задачи об изэнтропическом сжатии 
идеального газа в центрированной волне. Для решения задачи использова-
ны переменные Лагранжа, позволившие единым образом решить задачу в 
цилиндрической и сферической геометрии. На основе полученного реше-
ния построены оптимальные функциональные зависимости энерговложе-
ния от времени и координат в цилиндрических мишенях тяжелоионного 
термоядерного синтеза. Выполнены одномерные расчеты сжатия мишеней 
с использованием гидродинамических программ. Показано, что в расчетах 
с энерговложением 500 кДж/см удается получить необходимые свервысо-
кие сжатия DT-газа до плотности 100 г/см3. Показано, что примененный 
способ построения энерговложения позволяет снизить полные затраты 
энергии пучка ионов на стадии сжатия в несколько раз по сравнению с ра-
нее рассмотренными вариантами. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

УДК 532.5.013.4 
 
ЭВОЛЮЦИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ АДИАБАТИЧЕСКОМ СЖАТИИ 
ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА ТОНКОЙ ОБОЛОЧКОЙ / Л. В. Ктиторов // ВАНТ. 
Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 35 – 43. 

Выведены уравнения, описывающие развитие малых возмущений обо-
лочки, когда ускорение зависит от времени. Предполагается, что оболочка 
тонкая и не имеет внутренней структуры и масса оболочки много больше 
массы окружающего оболочку газа. Рассмотрены случаи плоской, цилинд-
рической и сферической геометрии системы.  

Рассмотрена устойчивость движения оболочки, обеспечивающего 
изэнтропическое сжатие газа, по отношению к развитию малых возмуще-
ний вида плоских волн и угловых гармоник.  

Показано, что при изэнтропическом сжатии газа рост возмущений обо-
лочки вида плоских волн ограничен как в плоской, так и в цилиндрической 
геометрии. Рассчитан предельный рост амплитуды таких возмущений. По-
казано, что рост возмущений вида угловых гармоник неограничен как в 
цилиндрической, так и в сферической геометрии. Рассчитан инкремент 
роста таких возмущений. 

Выполнены численные расчеты развития возмущений оболочки, изэн-
тропически сжимающей DT-газ в мишенях тяжелоионного ИТС. Показано, 
что результаты численного счета находятся в разумном согласии с теоре-
тическими выводами. 

 



УДК 532.517.4+519.63 
 
ИССЛЕДОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ В ТРЕХ-
СЛОЙНЫХ ГАЗОВЫХ СИСТЕМАХ ЛАЗЕРНЫМ МЕТОДОМ / Н. В. Не-
вмержицкий, А. Н. Разин, Е. Д. Сеньковский, В. И. Дудин, Е. А. Сотсков, 
А. А. Никулин, Л. В. Точилина, О. Л. Кривонос // ВАНТ. Сер. Теоретиче-
ская и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 44 – 54. 

Приведены результаты исследований развития ТП, возникающего на 
КГ трехслойных газовых систем при прохождении стационарной УВ с чис-
лом Маха М ≈ 1,3. Выполнены три серии экспериментов. В первой серии 
опытов КГ2 наклонена под углом в 60° к направлению движения УВ, КГ1 
располагалась поперек ударной трубы. Во второй серии экспериментов 
КГ1 имела два излома (наклонная ступенька), КГ2 располагалась поперек 
ударной трубы. В третьей серии опытов КГ1 наклонена под углом в 60° к 
направлению движения УВ, КГ2 располагалась поперек ударной трубы. 
Использовались различные комбинации газов: воздух, SF6, He.  

Структура течения регистрировалась шлирен-методом с лазерной 
подсветкой. Получены новые экспериментальные данные о характере 
развития ТП в существенно двумерных течениях, полезные для понима-
ния физики процесса, верификации физических моделей и численных ме-
тодик расчета ТП. 
 
 
 
 
 
 
 
УДК 512.6 
 
ОБ ЭФФЕКТЕ СХЕМНОЙ ВЯЗКОСТИ В LES РАСЧЕТАХ ТУРБУЛЕНТ-
НОГО ТЕЧЕНИЯ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ / М. С. Попов, В. П. Стаценко // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 55 – 67. 

Представлен анализ эффектов схемной вязкости по результатам расче-
тов с помощью выполненного в STAR-CD численного LES моделирования 
турбулентного течения в плоском канале. Постановка расчетов аналогична 
постановке в известной работе по DNS моделированию такого течения. 
 
 
 
 
 
 
 
 
УДК 539.17 
 
СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ОДНОСКОРОСТНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕ-
РЕНОСА НЕЙТРОНОВ В ОДНОРОДНЫХ СИСТЕМАХ / Н. Б. Бабичев,  
Б. В. Беженцев, П. С. Бондарев, П. В. Забусов // ВАНТ. Сер. Теоретическая 
и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 68 – 70. 

Получены точные формулы, выражающие общую зависимость собст-
венных значений от физических величин. Эти формулы справедливы для 
класса произвольных по изотопному составу однородных односвязных сис-
тем, ограниченных невогнутыми поверхностями. 
 
 
 
 



УДК 530.145 
 
УРАВНЕНИЕ ДИРАКА В ОБОБЩЕННОЙ CТАНДАРТНОЙ МОДЕЛИ С 
МАКСИМАЛЬНЫМ МАССОВЫМ ПАРАМЕТРОМ М / В. П. Незнамов // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2009. Вып. 3. С. 71 – 77. 

В работе в рамках модели с максимальным массовым параметром М и 
с использованием пятимерного пространства Де Ситтера исследуются 
свойства уравнения Дирака для фермиона с массой m, находящегося на 

массовой поверхности 2 2
5p M m⎛ ⎞= ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Показано, что свободный гамильтониан и гамильтониан с взаимодей-
ствием являются псевдоэрмитовыми. 
Если ввести соответствующие правила обращения с псевдоэрмитовыми 
гамильтонианами, то можно построить последовательную квантовую тео-
рию с конечными результатами, совпадающими с результатами при ис-
пользовании обычного уравнения Дирака. 
 
 



A B S T R A C T 
 
 

ON PHYSICAL MEANING OF THE WEYL VECTOR / M. V. Gorbatenko // 
VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 3 – 13. 

The paper describes a unique phenomenon – the possibility of establishing, 
in certain space regions, the one-to-one correspondence between equations re-
lated to absolutely different physical phenomena: (1) phenomena associated with 
the Weyl degrees of freedom in plane space; (2) phenomena, which can be de-
scribed in terms of half-integer spin particles and observed quantities corre-
sponding to a full set of bispinors.  

The phenomenon established opens wide prospects for resolving in future 
the «old» disputable issue concerning the physical meaning of the Weyl vector. 
The paper discusses, in particular, the possibility of identifying the Weyl vector 
with the current density vector of bispinors constituting a bispinor matrix in-
cluded in the Dirac equation. Some other issues are also discussed. 

 
 
 
 
 
 
 

APPROXIMATE ANALYTIC SOLUTION OF EIGENVALUE PROBLEM 
FOR ONE-VELOCITY KINETIC NEUTRON TRANSPORT EQUATION IN 
CASE OF A HOMOGENEOUS SPHERE OF AN ARBITRARY MATERIAL 
WITH ANY OPTIC DEPTH / N. B. Babichev, P. V. Zabusov, I. V. Lutikov, 
V. P. Neznamov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 14 – 17. 

A homogeneous sphere, in which neutron transport distribution function 
variation with time obeys the exponential law teλ , where λ  is kinetic equation 
main eigenvalue, has been considered. Formula for λ  has been obtained, which 
is characterized by high accuracy for any values of an arbitrary material sphere 
optic depth. 

 
 
 
 
 
 
 

CALCULATION OF MATRIX ELEMENTS IN THE FOLDY-
WOUTHUYSEN REPRESENTATION / V. P. Neznamov, A. A. Sadovoy, 
A. S. Ul’yanov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 18 – 24. 

We provide a description of the Fortran program developed for simulations 
in the optical model with coupled channels of elastic and inelastic neutron scat-
tering with excitation of low-lying levels of even-even deformed nuclei. Collec-
tive states of nuclei are considered in the rigid axial and non-axial rotator model. 
The program enables simulations of energy-averaged cross-sections, polarization 
and differential cross-sections for both elastic and inelastic scattering. Contribu-
tions to these quantities by reactions running through the compound nucleus can 
be calculated using this program with or without accounting for the influence of 
direct reactions on it. Force functions and potential scattering length are also cal-
culated using this program. As an example, energy-averaged cross-sections of 
elastic and inelastic neutron scattering on the non-axial nucleus of 192Os  are 
simulated and compared with experiment.  

 
 
 
 



OPTIMIZATION OF COMPRESSION OF GAS IN INERTIAL CONFINE-
MENT FUSION TARGETS ON THE BASIS OF EXACT SOLUTION OF 
THE PROBLEM OF SELF-SIMILAR COMPRESSION WAVE / L. V. Ktitorov 
// VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 25 – 34. 

The problem of the centered wave isentropic compression of the ideal gas is 
considered. Initially the gas is supposed to be uniform and motionless. Lagrange 
variables are used; the problem is transformed to the form that allows us to get 
the self-similar solution of the problem in the unified manner both for the cases 
of cylindrical and spherical geometry. So we unify the previously got results. 
The characteristics of the gas motion are calculated including the velocity and 
acceleration of the outside surface of the gas. 

The aim of this paper is to derive an optimal function of time and coordi-
nates for the energy input and apply it to numerical modeling of compression of 
heavy-ion fusion targets. The function should provide compressing the gas up to 
densities ~100 g/cm3 with minimal energy consumption. This function was de-
rived on the basis of the obtained solution of the self-similar problem.  

A set of 1D numerical calculations was performed using the numerical code 
H3T. The process of compression of typical HIF target was calculated using the 
optimal function for the energy input. Real dimensions and common equations 
of state were used. It was proved that the necessary super high values of gas 
density could be reached with the total energy consumption only 500 KJ for each 
centimeter of the target length. So it was proved that the used method produced 
benefit of 5 – 10 times of value of total consumed energy as compared with the 
other methods of energy input.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
EVOLUTION OF DISTURBANCES OF ADIABATIC COMPRESSION OF 
IDEAL GAS BY THIN SHELL / L. V. Ktitorov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. 
fizika. 2009. N 3. P. 35 – 43. 

The system of equations describing evolution of small perturbations of the 
thin shell without inner structure is derived in the case when acceleration of the 
shell depends on time. Cases of plane, cylindrical, and spherical shell are con-
sidered.  

These equations are solved and the increments of perturbation growth are 
calculated in case of the shell provides isentropic compression of the ideal gas. 

It was proved that growth of amplitude of perturbation of the shell given in 
the form of plane waves is confined both in plane and cylindrical geometry. We 
calculated the limit of such perturbations growth. It was also proved that there 
was no limit for the growth of angular harmonic – type perturbations, both in cy-
lindrical and spherical geometry. Increment of growth of perturbation amplitude 
was calculated in all cases. 

A set of 2D numerical calculations was performed using the numerical code 
H3T. The process of adiabatic compression of typical heavy-ion fusion target 
was studied using computer modeling. The evolution of disturbances of the shell 
was studied as well. Real dimensions and common equations of state were used. 
It was proved that the growth of perturbation amplitude in numerical calcula-
tions were in reasonable agreement with the theoretical results.  
 
 
 



LASER INVESTIGATION OF TURBULENT MIXING IN THREE-LAYER 
GASEOUS SYSTEMS / N. V. Nevmerzhitsky, A. N. Razin, E. D. Senkovsky, 
V. I. Dudin, E. A. Sotskov, A. A. Nikulin, L. V. Tochilina, O. L. Krivonos // 
VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 44 – 54. 

Results are presented on turbulent mixing development at the interfaces in 
three-layer gaseous systems after passage of a steady shock with a Mach number 
M ≈ 1,3. Three series of experiments have been conducted. In the first series, the 
second interface was oriented at a 60° angle with respect to the shock propaga-
tion direction, and the first interface was transverse to the shock tube. In the sec-
ond series, the first interface had two bends (tilting step), and the second inter-
face was oriented transversely to the shock tube. In the third series, the first in-
terface was oriented at a 60° angle with respect to the shock propagation direc-
tion, and the second interface was oriented transversely to the shock tube. Vari-
ous combinations of gases were used: air, SF6, He.  
The flow structure was recorded by a schlieren camera with laser backlighting. 
New experimental data have been obtained on turbulent mixing development in 
essentially two-dimensional flows. These data are very useful for understanding 
of the physics of this phenomenon, and for the verification of physical models 
and numerical techniques to model turbulent mixing. 
 
 
 
ABOUT SCHEME VISCOSITY EFFECT IN LES SIMULATIONS OF TUR-
BULENT FLOW IN PLANE CHANNEL / M. S. Popov, V. P. Statsenko // 
VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 55 – 67. 

Analysis is presented of scheme viscosity effect which arises in LES simu-
lations of turbulent flow in plane channel. Calculations were carried out with 
STAR-CD code. The setup of calculations is analogous to that in known DNS 
simulations of such flow. 
 
 
 
EIGENVALUES OF ONE-VELOCITY NEUTRON TRANSPORT EQUA-
TION IN HOMOGENEOUS SYSTEMS / N. B. Babichev, B. V. Bezhentsev, P. S. 
Bondarev, P. V. Zabusov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 68 –
 70. 

Exact formulae describing general eigenvalues dependence on physical val-
ues have been obtained. These formulae are correct in homogeneous simply con-
nected systems bounded by non-concave surfaces with any isotope configura-
tion. 
 
 
 
THE DIRAC EQUATION IN THE GENERALIZED STANDARD MODEL 
WITH A FINITE MASS PARAMETER, M / V. P. Neznamov // VANT. Ser.: 
Theoret. i prikl. fizika. 2009. N 3. P. 71 – 77. 

The papers [2] ÷ [9] develop the M.A.Markov’s idea of a finite mass (M) of 
elementary particles and describe the construction of the relevant apparatus of 
local quantum theory with introduction of de Sitter’s five-dimensional space.    

The given paper considers, within this model, the Dirac equation properties 

for a fermion of mass m on the mass surface 2 2
5p M m⎛ ⎞= ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

The paper shows that free Hamiltonian and Hamiltonian with interaction are 
pseudo-Hermitian.  

If we accept the appropriate rules of manipulating pseudo-Hermitian Hamil-
tonians (see [15], [16], [17]), it is possible to construct the consistent quantum 
theory, which final results are coincident (at least, within perturbation theory) 
with the results obtained using the ordinary Dirac equation.  
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выдавшей документ, индекс международной классификации изобретения, название издания, в котором опуб-
ликована формула изобретения, год и номер издания. Например: А.с. 100970 СССР, МКИ3 В 25J 15/00. Уст-
ройство для захвата неориентированных деталей типа валов / В. С. Ваулин, В. Г. Кенайкин // Открытия. Изо-
бретения. 1983. № 11. 

При необходимости в заголовке библиографической ссылки на работу четырех и более авторов могут быть 
указаны имена всех авторов или первых трех с добавлением слов «и др.». В списке литературы инициалы должны 
стоять после фамилий. 

Для исправления авторских и редакционных ошибок авторам предоставляется одна корректура. При 
этом помимо исправлений ошибок допускаются лишь незначительные изменения и дополнения. Корректура 
с подписями авторов должна быть возвращена в редакцию в кратчайший срок. 

Рукописи, в которых не соблюдены данные правила, возвращаются авторам без рассмотрения по 
существу. Датой поступления в редакцию считается день нового получения рукописей. 
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